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p. p. 

Meinen umtangveichen Verlag auf dem Gebiete der Mathematik, der 
Natur wiaaensehaften and Teohnik nach allen Biolitnngen hin weitei' 
aii*za bauen, ist mein stetes diiri:li daa Verti'aiieii uud Wohlwollen aalil- 
reiohi^r hervon'ftgeuder Vertrater dieser Gehiete von Erfolg begleileteB 
Bemoheu, wie mein Verl rigat ata log ^eigt, und ich hotte, daß bei gleicher 
Unterstütziiag seitens der Gelehrten und Schultnänuet des lu- nud Aiie- 
laiides u,ii(;h meine weiteren Untemebniungen Lehrenden und Lernenden 
in Wissenschaft und Scimle jeder/eif. l'öi-derlich acin werden. VerJaga- 
anerbieten gediegener Arbeiten biul* einsebiägigem Gebiete werden mir 
deshalb, wenn auch aohon gleiche oder ähnliche Warke über deuaslbi-u 
(iegcnstaud in meinem Vorlage erfioliienen sind, atetaaebr willkommen, sei». 

Unter meinen xahlreicbeii Unterueiimungen mache ich ganz besonders 
auf die von den Altademten der Wiaaeaaübaflen /n Gßttingen, Leijizig, 
Miinclien und Wien heraiiBgegehenoEncyklopÄdiederMatheniatiBchen 
WisBeuBOhafteii aufinerkÄaui, die in 7 Bänden die Aritbmetik nud 
Algebra, die Analyaie, die Geometrie, die Mechanik, die Pbyäk, lUe 
ÖBodäsie und Geophysik und die Äatronomie behandelt und in einem 
Schlußhand Geschichte, Philosophie und Didaktik beaprecben wird. Eine 
fraJiaöBiBehe Ausgabe, von trauzOsi sehen Mathematikern beflorgt, hat 
zu erscheinen begonnen. 

Weitester Verbreitung etfreueJi sich die matheaiati sehen und uatur- 
wiasenschal^licben Zeitachriftea meines Verlags, als da sind; Die Mathe- 
matisohen Annalen, die Bibliotfaeca Mathematioa, Zeitychrilt. li'ir 
Geschichte der Matliematiscben Wisse uschafteu, das Arohiv der Mathe- 
matik und Physik, die JahreBberlchte der Deutschen Mathematiker- 
"Vereinigiuigj die Zeitschrift für Mathematik und Physik, Ürgau Im- 
angewandte Mathe mutik, tlie Zeitschrift für mathematischen und 
naturwisBensohaftlichen Unterrieht, die Mathematisch -natur- 
wisse nachaftli eben Blätter, ferner das Archiv für Rassen- und 
OesellschaftB -Biologie, die Monatshefte für den naturwissen- 
schaftlichen Unterricht aller Schulgattungen, die Oeographische 
Zeitschrift, Himznel und Erde, illustrierte uaturwiasenschaftUche 
Monataschrift u. a. 

Seit 18<i8 verStfeuttiche ich: „Mitteilungen der VerlagBbucb- 
handlung B, Q. Teubner*'. Diese jährhch zweimal erscheinenden 
„Mitteilungen"', die in 31000 Exemplaren im In- und Auslände von mir ver- 
breitet werden, sollen das Publikum, das meinem Verlage Auftuerksaiukeit 
schenkt, von den eröchieuenen, uuter der Presse befindhchen und von den 
vorbereiteten Unternehmungen des Teubnersehen Verlags durch aus- 
führliche Sei 1)8 tauzeigen der Verfasser in Kenntnis setzen. Die Mit- 
teilungen werden jedem InteresBcnten auf Wunsch regelm&Big 
bei Breclieinen umsonat und postfrei von mir übersandt. Das 
ftuaführliche „Verzeichnis dea Verlags von B. Q. Teubner aiif 
dem Oebiete der Mathematik, Naturwissenschaften, Technik nebst 
Qrenzwiasensohaften" 101. Ausgabe, mit eingehender sjatemati scher 
und alphabetischer Bibliographie mid einem Gedenktagebuch für Miiliie- 
matiker, l(i Bildnissen sowie einem .anhange, Unterhaltungsliteratur mit- 
haltj;iid. [CXXXI, 8'J2 u, aa S.] gr. 8. 1908 "tcbt IntBresBeuti-ri iiiDfionf.t 
lind tiOHtfrf'i xur V«rfilgiuig. 

Lwi'Kia, PßHteLruIS« 8. 
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Vorwort zur ersten Äiiflage. 



Die M&xwellscbe Theorie des elektromagnetischen Feldes, in 
welche der erste Band dieses Werkes einführt, bildet gewissermaßen 
das erste Stockwerk der modernen Theorie der Elektrizität. Kaum 
hatten die Physiker sich hier eingerichtet, als eine Fülle neuer Er- 
scheinungen anf sie einstürmte und eine Weiterföhrung des Baues 
erheischte. Das zweite Stockwerk des Gebäudes der Elektrizitäts- 
lehre, die Sllektronentbeorie, nimmt diese meist als elektromagnetische 
Strahlimg sich kimdgebenden Erscheinungen auf. Auf Maxwellsohen 
YorsteUuugen bauend, betrachtet die Elektronentheorie den Raum 
als ein physikalisches Eontlnitum, welches die elektroma- 
gnetischen Wirkungen überträgt. Ausgangsstellen und Angiiffsstellen 
dieser Wirkungen liegen in der Elektrizität. - Diese soll aus unteilbaren 
Elementarquanten, „Elektronen" genannt, zusammengesetzt sein. 
Jeder elektrische Strom wird als Konvektionsstrom bewegter Elek. 
tronen aufgefaßt. Die Kathoden strahlen werden gedeutet als ein 
solcher Konvektionsstrom negativer Elektronen, die mit großer Ge- 
schwindigkeit einander parallel sich bewegen; dieser „Konvektions- 
strahlnng" tritt die „Wellenstrahlung" gegenüber, die durch 
Schwingungen eben dieser Teilchen erregt sein soll. Der Theorie 
beider Arten elektromagnetischer Strahlung ist der vorliegende zweite 
Band der „Theorie der Elektrizität" gewidmet. 

Der erste Abschnitt beginnt mit der Darlegung der physikalischen 
und mathematischen Grundlagen der Elekti-onentheorie. Es werden 
die Tatsachen aufgeführt, welche die Annahme einer atomistischen 
Struktur der Elektrizität nahe legen. Aus den Grundgleichungen 
der Elektronentbeorie wird der Begriä der „elektromagnetischen Be- 
wegungsgröSe" abgeleitet, welcher für die elektromagnetische Mechanik 
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Vorwort. 



überhaupt, sowohl für die Mechanik der Elektronen wie atich {9r 
die Theorie des Strahl ungsdruekes von fundEunentaler Bedeutung ist 
Es werden ferner allgemeine Lösungen der Grundgleichungen gegeben, 
mit Hilfe der „elektromagnetischen Potentiale", die als Verall- 
gemeinerungen des skalaren Potentiales elektrostatischer Felder, bzw. 
des Vektorpotentiales stationärer magnetischer Felder anzusehen sind; 
jene Lösungen, auf welche wir weiterhia oft zurilckgreifea, können 
auch durch einen einzigen Vektor zusammengefaßt werden, der von 
una als „Hertzacher Vektor" bezeichnet wird. 

Sodana folgt im zweiten Kapitel die Theorie einer beliebig 
bewegten Punktladung. Das schwingende negative Elektron bildet 
das einfachste, durch das Zeemansche Pbänomen in vielen Fällen 
als naturgetreu bestätigte Modell einer Lichtquelle; was die entsandte 
Wellenfitrahlung anbelangt, kann das Elektron in den meisten Fällen 
durch eine Funktladung ersetzt werden. So sind denn die Ent- 
wickelungea dieses Kapitels auch für die Dynamik des Elektrons 
von Interesse, um so mehr, als sie unabhängig von jeder Hypothese 
über die Gestalt des Elektrons sind. 

Um die Mechanik des Elektrons vollständig zu entwickeln, be- 
darf es allerdings einer besonderen Annahme über dessen Form. 
Ich habe au der Annahme eines starren kugelförmigen Elektrons fest^ 
gehalten, die ich der rein elektromagnetischen Theorie der Kathoden- 
und Radiumstrahlen zugmnde gelegt hatte. Mir scheint nichts vor- 
zuliegen, was dazu nötigen könnte, diese Grundhypothese fallen zu 
lassen. Immerhin habe ich auch den abweichenden Auffassungen voa 
H. A. Lorenti in diesem Buche Rechnung getragen. Die wertvollen, 
aus dem Bereiche der beobachtbaren quasistationärea Bewegung 
herausführenden Untersuchungen von P. Hertz und A. Sommerfeld, 
welche gleichfalls auf der Voraussetzung des starren kugelförmigen 
Elektrons fußen, sind in die hier gegebene Darstellung der Dynamik 
des Elektrons eingearbeitet worden. 

Der njeit« Abschnitt beschäftigt sich mit den elektromagne- 
tischen Vorgängen in wägbaren Körpern. Die Hauptgleichungen 
der Elektrodynamik, welche die beobachtbaren elektromagnetischen 
Vektoren miteinander verknüpfen, ergeben sich nach H. Ä. Lorentz 
durch Mittelwertsbil düng aus den für dieFelder dereinzelnenElektronen 
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gelteadcn GleiehuDgen. Für ruhende Körper erhält man auf diese 
Weise die Hauptgieichungen der Maswellschen Theorie; für bewegte 
Körper aber folgen Jie Lorfcntzschen Gleichungen, welche yon denen 
der Hertzschen Elektrodynamik bewegter Körper verechieden sind, 
und mit der Erfahrung in besserer ÜbereinGtimmung sich befinden. 
Daß die elektromagnetischen und die optischen Eigenschaften die- 
lektrischer Körper durch die Anwesenheit von „Polarisations- 
elektronen" befriedigend erklBrt werden, wird insbesondere für 
die magnetische Drehung der Polarisationsebene und die Dispersion 
der Körper gezeigt. Die metallische Leitung wird mit P. Drude auf 
frei bewegliehe „Leitaugselektronen" zurückgeführt, die in regel- 
loser Wärmebewegung begrifFen sind. 

Im zweiten Abschnitt sind auch einige Probleme behandelt worden, 
welche mit der atomistischen Hypothese nur lose zusammenhängen. 
Man findet hier Sätze abgeleitet, welche die Strahlung bestimmen, 
die TOn hochfrequenten Strömen in linearen Leiteni entsandt wird; 
insbesondere die Anwendung dieser Sätze auf Sendeantennen ist für 
die drahtlose Telegraphie von Interesse. Ich bin allerdings auf 
diese Probleme nicht so ausführlich eingegangen, wie ich lu'sprünglieh 
beabsichtigte, sondern hohe mich mit der Darlegung desjenigen begnügt, 
was zur Beurteilung der bei der drahtlosen Telegraphie stattfindenden 
Vorgänge unentbehrlich ist. 

Auf den Gesetzen der Lichtfortpflanzung im Räume und auf den 
fundamentalen Sätzen der elektromagnetischen Mechanik beruht die 
gegebene Lösung des Problems der Reflexion des Lichtes durch einen 
bewegten Spiegel. Diese Lösacg ist aufs engste verknüpft mit dem 
thermodynamisehen Gesetze der strahlenden Wärme, das 
von so hervorragender praktischer nnd theoretischer Bedeutung ge- 
worden ist. Abs der experimentellen Bestätigung dieses Gesetzes dürfen 
wir schließen, daß die Prinzipien der elektromagnetischen Mechanik, 
auf welche unser Beweis sich stützt, der Wirklichkeit entsprechen. 

Schwierigkeiten erwachsen der Eiektronentheorie durch das 
negative Ergebnis aller bisherigen Versuche, die anf eine Entdeckung 
des Einflusses der Erdbewegung auf das Licht irdischer Lichtquellen 
hinzielen. Zu diesen Fragen nehmen wir in den letzten Paragraphen 
Stellung. 
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Votwort. 



Herrn Dr. P. Hertz bin ich für seiae Mitarbeit an dem Register, 
welches beide Bände der „Theorie der Elebtriaität" umfaßt, zu Dank 
verpflichtet und nicht minder Herrn Dr. G. Eümelin für seine 
HiJfe beim Lesen der Korrekturen dea zweiten Bandes, 

Die Theorie der Elektrizität scheint jetat in das Stadium einer 
ruhigeren Entwickelung eingetreten zu sein. Es scheint der Zeitpunkt 
gekommen, wo man Halt machen und auf das Erreichte Burückschauen 
darf. Einem solchen Rückblick ist das vorliegende Werk gewidmet. 
Es will über die Grundlagen der Theorie Klarkeit verbreiten und ao 
den weiteren Fortschritt vorbereiten. Mag es dies Ziel nicht verfehlen! 

Wiesbaden, im ilörz 1905. 

M. Abraham. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 



In den drei Jahren, die aeit dem Erscheinen der ersten Auflage 
dieses Bandes verstrichen sind, ist durch die eiperimeuteUe Forschung 
unsere Kenntnis von den verschiedenen Arten elektromagnetischer 
Strahlung bereichert worden. Zwar seheint das einfache Bild, durch 
welches die Elektronentheorie in ihrer ursprünglichen Form die Ver- 
knüpfung von Materie und Elektrizität darstellt, die Mannigfaltigkeit 
der Erscheinungswelt nicht immer naturgetreu wiederzugeben; döoh 
hat diese Theorie sich im großen und ganzen als zuverlässiger Führer 
erwiesen. So aiud wesentliche Änderungen in der Auflage des Bandes 
nicht notwendig gewesen. 

Einen Fortschritt hat die Theorie der strahlenden Wurme zu 
verzeichnen; es ist das Problem der Dynamik des Hohlraumes, 
welches von F. Hasonölu-1 aufgeworfen worden war, durch den zu 
früh verstorbenen K. v. MosengoÜ auf Grund der Gesetze der Licht- 
flexion am bewegten Spiegel gelöst worden. Hiei-auf sowie auf die 
anschließenden Untersuchungen von M. f lanck über die Thermo- 
dynamik eines bewegten, strahlungs erfüllten Hohlraumes gehen wir 
im § 44 ein. 



Vorwort. IX 

Die bereits in der ersten Auflage angedeuteten Schwierigkeiten, 
das Fehlen eines Einflnsses der Erdbewegung auf irdische Vorgänge 
Tom Standpunkte der Elektrodynamik aua zu deuten, sind in den 
letzten Jahren zum Gegenstande zahlreicher theoretischer Abhandlungen 
gemacht worden. Obwohl dieLorentzscheuFeldgleichmigen die absolute 
Geschwindigkeit der Elektronen enthalten, hat man versucht, sie 
mit dem „Postulat der Relativität", welches einen EinfluB einer 
gleichförmigen Translationsbewegung auf die YorgSnge in einem ab- 
geschlossenen Systeme ausschlieBt, zu vereinbaren, wobei von der 
Freiheit der Hypothesen- und Deflnitions -Bildung oft ein recht weit- 
gehender Gebrauch gemacht wurde. Diesem SeitensproB der Theorie 
TOD H. A. Lorentz sind die letzten sechs Paragraphen des Bandes ge- 
widmet. Es ergibt sich, daS die Einftlhrung des Relativita tspostulats — 
wenigstens in der Dynamik des Elektrons — zu ungelösten Wider- 
sprüchen führt, wofern man an der elektromagnetischen Deutung, die 
doch allen diesen Entwickelnngen zugrunde liegt, festhält (§ 49). 
Auf dem Gebiete der elektromagnetischen Vorgänge in wSgbaren Körpern 
dagegen, dem ja die zu deutenden negativen Versuchsergebnisse an- 
gehören, wird durch die Grundgleichungen von H. Minkowski (§§ 38, 
50) dem Relativitätspostulate genügt; hier mündet die Elektronen- 
theorie in eine mehr phänomenologische Darstellungs weise aua, welche 
mit der schon frfiher von E. Cohn gegebenen in mancher Hinsicht 
verwandt ist 

In der neuen Auflage sind die Zitate meist durch Ziffern ersetzt, 
welche auf das am Schlüsse beigefügte Literaturregister verweisen. 

Herrn Dr. C. H. Müller bin ich für seine freundliche Unter- 
stützung bei der Korrektur zu Dank verpflichtet. 

Grindelwald, im Juli 1908. 

M. Abraham. 
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Erster Abschnitt. 

Das Feld und die Bewegnng der einzelnen Elektronen. 



Erstes Kapitel. 

Sie physikalischen nud mathematischen Grundlagen 
der Elektron entheoiie, 

§ 1. Das elektrlsehe Elemeiitarc[aantiun. 

Wir erwähnten bereits im ersten Baade dieses Werkes 
(S. 195), daß die bei der Elektrolyse stattfindenden Vorgänge 
die Einfahrung atomistisclier VorsteUnngen ia die Elektrizitäta- 
lelire nahelegen. Den von Faraday entdeckten Gesetzen ge- 
mäß scheidet ein gegebener Strom in verschiedenen Elektro- 
lyten chemisch äquivalente und der Stromstärke proportionale 
Mengen wägbarer Materie an den Elektroden ab. Schreibt 
man der Materie eine atomistiscbe Konstitution zu, so liegt 
es nahe, auch die Elektrizität aus unteilbaren positiven 
und negativen Elementar quanten zusammengesetzt zu denken. 
An jeder Valenz eines elektroly tischen Ions würde ein solches 
Elementarquantum haften. Die sogenannte Faradayache Kon- 
stante — die von einem Gramm Wasserstoff transportierte 
Elektrizitäts menge — gibt nach dieser Auffassung den Quoti- 
enten aus Ladung c und Masse mn eines Wasserstofiiona an. 
Messen wir e in absoluten elektrostatischen Einheiten, so er- 
halten wir 

(1) — = 9660 - 3 ■ 10'» = 2,90 ■ 10". 

•"ff 

Diese Bewehung verknüpft das elektrische Elementar- 
quantum e mit dem Atomgewichte niu des Wasserstoffes. 

Abmbnu, Tbeoile der DlaklrliUM, II. i.AoU. 1 
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Ixtoadrtet. Warn bod aoeli die Atw ii tifc in der Plt^mk dv 
y^erie ab wertrolle ArbeitsliTpo&eae Mcb ej a Ujui bat, ao 
«teilt dodi iBHti*f FonduT aocli heate noeii auf dem Staad^ 
pankte, daß f&r die Ibfaxie die Atom- oad VofeknkiliypoUiese 
niebt ndier geuag begrffndet sei, um daa Lebrgciiiiide der 
Chemie nod Physik anf Sir aabobaaeiL Eia solcher Foiseber 
wild neh dnrch die Tatsachen der Elektrizitätdntmg in Elektro- 
Ijten nicht gezwungen finden, die reale Briatmi eines el^- 
trischen Elementarqaflntmns znzngeben. 

Xnn hat abeir im letzten Jahrzehnt die atomistisehe Hypo- 
these anf dem Gebiete der Elettriiitätslehre eine neue Stätxe 
erhalten dnrch die Forschongen, die über die Elektrizitits- 
leitnng der Gase angestellt worden sind. Während die Gase, 
in Geg^mtz za den Metallen nnd den Elektrolyten, in ihrem 
Bormalen Zoataode Nichtleiter oder wenigstens sehr schlechte 
Leiter siod, kann ihnen durch änßere Einwirknngen — z. B. 
durch Eathodenstrahlen, darch Röntgenstrahlen oder dorch 
die Strahlung der radioaktiven Körper — eine abnorm große 
Leitfähigkeit gegeben werden. Diese Leit^bigkeit fShrt 
man darauf zarQck, daß dorcb Einwirkung jener Strahlungen 
im Gase elektrisch geladene Teilchen entstehen, welche nun 
im elektrischen Felde wandern. Diese positiren und negativen 
Teilchen bezeichnet man, unter Beibehaltung des in der Elektro- 
lyse gebränchlicben Wortes, als Ionen. Indessen hat man es 
bei diesen Gasionen nicht, wie etwa bei einwertigen elektro- 
lytischen Ionen, mit Verbindungen des elektrischen Elementar* 
(juantums mit Bestandteilen nur eines Molekiiles zu hm; es 
scheinen sich vielmehr in einem Gase dem elektrischen Kerne 
neutrale Molekille in wechselnder, von Temperatur und Druck 
des Gases abhängiger Anzahl anzulagern. 

Der Mechanismus dieser Anlagerung wird Terständlicb, 
wenn man auf Grund der Vorstellungen der kinetischen Gas- 
theorie die Wechselwirkungen der elektrischen Kerne mit den 
neutralen Gasmolekdlen betrachtet und das unter dem Ein- 
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fluß dieser Wechselwirkungen sich herstellende iljuainische Gleich- 
gewicht unterBucht. Da ein ausführlichea Eingehen auf diese 
Dinge uns von dem eigentlichen Gegenstände dieseB Werkes 
zu weit abführen würde, so sei der Leser auf die sehr lehr- 
reiche Abhandlung von P. Langevin**"] hingewiesen; dieselbe 
enthält auch eine Übersicht über die Eigenschaften ionisierter 
Gase, deren Kenntnis man hauptsächlich den Forschungen der 
Cambridger Schule verdankt. 

Die Existenz diskreter elektrischer Teilchen in einem 
Gase, welches der Durchstrahlung mit Röntgenstrahlen, mit 
Kathoden strahlen oder Eadiumstrahlen ausgesetzt war, wird 
nun durch eine bemerkenswerte Eigenschaft eines solchen 
Gases bewiesen: Wird es mit Waaserdampf gemischt und der 
letztere, etwa durch plötzliche Expansion, in den Zustand der 
Übersättigung gebracht, so findet eine Kondensation des 
Wasserdampfes statt, es bildet sich eine ans kleinen Tröpfchen 
bestehende Wolke; und zwar findet dieses bei einem Grade 
der Übersättigung statt, bei dem ohne vorherige Durch Strahlung 
des Gases eine Kondensation des Wasserdampfes nicht erfolgt 
wäre. Da die Eigenschaft, den Wasserdampf zu kondensieren, 
der durch die Durchstrahlung dem Gase erteilten Leitfilhigkeit 
parallel geht, so liegt es nahe, den Gasionen die KoLl%von 
Kondensationakerueu zuzuschreiben Trifft das zu, so macht 
die Bitdung von Wassertröpfchen um die Gasionen als Kerne 
die Gasionen der unmittelbaren Beobachtung und der Abzahlung 
zugänglich. 

Auf der Beobachtung derartiger Wolken von Wasaer- 
tröpfchen fußen die Bestimmungen der Ladung eines Gasions, 
die von J.S.Townsend''"), J, J.Thomson^'O und H.A.Wüson^') 
ausgeführt worden sind. Die Masse des einzelnen Tröpfchens 
kann aus der Fallgeschwindigkeit der Wolke berechnet werden. 
Nach G. G. Stokea ist die Geschwindigkeit, mit der eine kleine 
Kugel vom Radius a unter dem Einfluß der Schwerkraft fällt, 
durch die Formel gegeben 
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wo g die Beschleimigang der Schwere, g den Reibangs- 
koeffizienten des Gases vorstellt. Aus dieser Gleichung ist der 
Badias und somit die Masse m der Tröpfchen zu bestimmen. 
Die Geschwindigkeit eines jeden Tröpfchens ist proportional 
der ftof dasselbe wirlienden Kraft; wirkt nur die Schwere, so 
beträgt die Kraft mg. Wird aber ein elektrisches Feld (£ erregt, 
so ist der Schwerkraft mg die Kraft e® hinzuzufflgeD, die das 
Feld auf das geladene Tröpfchen ausübt. Diese Kraft wirkt, 
wenn 6 vertikal nach unten gerichtet ist, im Sinne der Schwer- 
kraft oder im entgegengesetzten, je nachdem es sich um die 
positiven oder um die negativen Tröpfchen handelt. Die Fall- 
geschwindigkeit wird dadurch geändert, ira Verbältuis 



e mg 

Durch Beobachtung der Fallgeschwindigkeit, zuerst unter dem 
Einfluß der Schwerkraft allein, dann unter Mitwirkung eines 
vertikalen elektriscben Feldes, kann somit die Ladung e dea 
einzelnen Tröpfchens ermittelt werden. Auf diesem Wege fand 
H. A. Wilson für e als mittleren Wert 3,1. 10-'" elektro- 
statische Einheiten. Dieses Ergebnis ist in guter Überein- 
stimmung mit den letzten Resultaten J. J. Thomsons. 

#lnthalt nun ein Tröpfchen nur ein einziges Ion, so ist 
durch diese Zahl die Ladung eines Gaaions gegeben. A priori 
wäre es allerdings denkbar, daß einzelne Tröpfchen mehrere 
Ionen enthielten, doch ist dieses angesichts der gleichen Be- 
schaffenheit aller Tröpfchen höchst unwahrscheinlich. Es be- 
trägt hiernach die Ladung eines Gasiona rund 

(2) e = 3.10-" 

elektrostatische Einheiten. 

Durch sinnreiche Versuche, die J. S. Townsend*") über die 
Wanderun gsgescb windigkeit und die Diffusion der Gasionen 
angestellt hat, ist ferner bewiesen, daß die Ladung der Gasionen 
in allen Fällen gleich der Ladung eines einwertigen elektro- 
lytischen Ions ist. Dieses Ergebnis macht es höchst wahr- 
scheinlich, daß die elektrische Ladung der Teilehen, deren 



§2. 
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Existenz jene KondensatioaBphünomeDe enthüllen, mit dem 
elektrischen Elementarquantum identisch ist. 

Setzen wir den Zahlwert (2), der nach Townsend gleich- 
zeitig die Ladung eines Waaseratoffions angibt, in (1) ein, bo 
erhalten wir als Masse eines WasBerstoffatoms: 

(2a) mB= 10-" Gramm. 

Ist N die sogenannte Losehmidtsohe Zahl, d. h. die Zahl 
der Moleküle, die sieh bei normaler Temperatur und normalem 
Druck in dem Kubikzentimeter eines Gases befinden, so ist 
2ma-N gleich der Dichte des Wasaerstofi^es (0,8961-10-*). 
Man erhält demnach für die Loscbmidtscbe Zahl 

(2b) JV=4,5.10"', 

eiuen Zahlwert, der mit den besten Bestimmungen aus gas- 
theoretischen Daten gut übereinstimmt und wohl als die ge- 
naueste vorliegende Bestimmung dieser für die Molekulartheorie 
fundamentalen Zahl anzusehen ist. 

Wir finden also, daß die verschiedensten Eigenschaften 
der Materie und der Elektrizität zu denselben Werten der 
fundamentalen Konstanten der Atomistik führen. Es beatätigen 
sich in befriedigender Weise die Grund Vorstellungen der ato- 
mistischen Hypothese. Wir werden daher in dem vorliegenden 
zweiten Bande der „Theorie der Elektrizität" die Elektrizität 
aia aus kleinsten elektrischen Elementarquauten bestehend an- 
nehmen. 

§ 2. Die EathodeuBtrahlen. 

Schickt man den elektrischen Strom durch eine stark 
evakuierte Glasröhre, so zeigen die Wände der Röhre eine 
eigentümliche grüne Fluoreszenz. Die experimentelle Unter- 
suchmig dieser Eracheinnng, die zuerst von J. Plücker, W. Hittorf 
und E. Goldsteiii unternommen wurde, hat zu der Erkenntnis 
gefiibrt, daß man es hier mit einer Art von Strahlen zu tun 
hat, die von der Kathode ausgehen; sie wurden demgemäß von 
dem letztgenannten Forscher als „Kathodenstrahlen" be- 
zeichnet. Über die Natur dieser Strahlen wurden zwei ver- 
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•ohüdctu llypolhoKiQ aufgestellt, die man sU „Emtaeioai- 
hypoth«io" iinti „Uiululatioasliypothese" imt«redieid«n 
biuin. Dia lOiriimiioiuhyjiothese, die hauptBächlich in "Rngtan^, 
durch W. (JrookeN uud A. Scliuster, entwickelt wnrde, be- 
tnu'litetß liifl Katliodi^iiBlrnlilen ala negativ geladene Gssmole- 
kllln, ili« VOM dt'i' Kathode Hl>geBtoßen und in die Röhre hiueiii 
geiGlik'udort werden. Manche Tatsachen, insbesondere ü« 
njftgiieliiidliii AliluuliUarkeit der Strablen, fügten sich qd- 
giiKwiiijguii dioBer KrklUruiig. In Deutschland verhielt man 
BJcb dieser Erklilruiip pegunilber dennoch ablehnend; maa hielt 
die KatliDiioiiBtruIilen für eine viel feinere, dem Lichte ähnhciie 
Krflcliuinuiig. DieHflii Standpunkt vertrat auch Heinrich Hertz, 
der Kucrst fiiiiii, duß die Kathodenstralilen durch dünne Metail- 
blättüliiJii liiudurclidringen. Er sah die raaguetiBche Ablenkung 
der Kathodonslriiblen als einen der in agneti seilen Drehung der 
{''durisHtiunBebeue des Lichtes analogen Vorgang an und hatte 
wohl urBprIInglich eine Uudulationstheorie im Sinne, welche 
di« Kat hodenstrahlen ala longitudinale elektromagnetische 
Wellen deutete; zeigten doch die theoretischen Untersuchungen 
von Helniholtz, daß die Fernwirkungstheorie der Elektro- 
dynamik solche longitudiualeu Wellen zuließ. Nachdem aber 
durch Hertz selbst die Maxwellscheu Vorstellungen zum Siege 
geführt waren, blieb für longitudinale Wellen kein Platz mehr. 
So hat denn die Undulationstlieorie der Kathodenstrahlen nie- 
mals eine greifbare Gestalt angenommen. 

Jene Entdeckung von Heinrich Hertz wurde der Aus- 
gangspunkt für die rasche Entwickelung, welche die Theorie 
der Kathodenstrahlen in neuerer Zeit erfahren hat. Auf ihr 
fußten die Arbeiten von Ph. Lenard, welcher die Fortpflanzung 
der Kathodenstrahlen außerhalb der Entladungsröhre verfolgte 
und höchst bemerkenswerte Beziehungen der Absorption der 
Strahlen zur Dichte der durchstrahlten Substanz feststellte. Die 
Untersuchungen Lenards wiederum gaben den Anstoß zur Ent- 
deckung W. C. Röntgens, daß die Glaswand beim Auftreffen der 
Kathodenstrahlen eine neue, von ihm als X-Strahleu be- 
zeichnete Strahlenart aussendet. 



I 
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Darch die Röntgensche Entdeckang wurde eiae Reihe von 
Physikern zur quantitativen Untersuchung der Kathoden strahlen 
angeregt. Insbesondere sind die Arbeiten von E. Wiechert^^), 
W. Kaufmann^'), W. Eaufmaun und E. ÄBchkinass**), sowie die- 
jenigen von J. J. Thomson^") und Ph. Lenard^') bemerkenswert. 
Diese bestätigten die Emissionshypotheae insofern, als sie 
übereinstimmend ergaben, daß die Erscheinungen sich wider- 
spruchsfrei erklären lassen, wenn man negativ geladene, träge 
Teilchen in dem Kathodenstrahle bewegt annimmt. Sie recht- 
fertigten andererseits die von den Gegnern der Emissionstheorie 
geltend gemachten Bedenken insofern, als sie für den Quotienten 
aus Ladung und träger Masse der Teilchen Zahlwerte ergaben, 
die den Quotienten einis aus Ladung und Masse eines elektro- 
Ijtischen Wasserstoffions um das Zwei tausend fache übertreffen. 
Auch ergab sich, daß die Eigenschaften der Kathodenstrahlen 
von der chemischen Natur des Gases und dem Elektroden- 
material unabhängig sind und nur von der Potentialdifferenz 
abhängen, durch die sie auf ihre Geschwindigkeit gebracht 
sind. In Anbetracht dieser Tatsache wäre die Annahme, daß 
die Träger der Strahlen Atome der witgbaren Materie sind, 
etwa Wasserstoffatome, geladen mit 2000 negativen Elementar- 
qnanten, höchst unwahrscheinlich. Vom atomistischen Staud- 
punkte aus ist es eher plausibel, daß die Ladung jedes Strabl- 
teilchens ein elektrisches Elementarquantum, daß aber die träge 
Masse nur ein Zweitausendstel der Hasse des Wasserstoffione 
ist. Die weitere Entwickelung hat diese letztere Vermutung 
mehr und mehr bestätigt: Es sind die von wägbarer 
Materie freien Atome der negativen Elektrizität, die 
sich im Kathodenstrahle bewegen. 

Wir wollen mit J. Stoney diese Atome negativer Elektrizität 
als „Elektronen" bezeichnen. Wir schreiben ihnen die Ladung 
(— e) und die träge Masse m zu und leiten, allein auf Grund 
dieser Eigenschaften, die an Kathodenstrahleu festgestellten 
Gesetze ab. Die Erörterung der Frage, wieso die Elektronen, 
wenn sie unbelastet mit wägbarer Materie sich bewegen, über- 
haupt Trägheit besitzen, weisen wir einem späteren Abschnitte zu. 
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Da die Bewegimg des Elektrons im leeren K&niue statt- 
findet, so bmuchea wir zwisclieii magnetiBcher Induktion S 
and maguetiBcher Feldstärke ^ nicht zu unterscheiden. Auf das 
bewegte Elektron, von der Ladung (— e), wirkt somit im 
elektromagnetisclien Felde nach Bd. I, § 96, Gl. 246a, S. 426, 
die £raft 

(3) S = -e^, 
■wo 

(3a) 3 = 6 + -[»ei 

die auf die Einheit der Ladung berechnete elektromagnetische 
Kraft darstellt. 

Die Bewegungsgleichung des Elektrons lautet daher 

(4) '«x"'--^». 
Wir fuhren zur Abkürzung für den Quotienten 

aus dem elektromagnetiBch gemeeeenen Betrage der Ladung (-] 
und der Masse (m) des Elektrons die Bezeichnung „spezifiache 
Ladung" ein; ea wird die Eewegungsgleicliung 



(4b) 



dt 



-cri^ Cije -!;[»&]. 



Daa zweite Glied der rechten Seite der Bewegungsgleichung 
enthält die vom magnetischen Felde herrührende Kraft bzw. 
Beschleunigung; da diese stets senkrecht auf dem Geschwindig- 
keitsvektor steht, so bedingt das Vorhandensein eines äußeren. 
magnetischen Feldes niemals eine Arbeitsleistung. 

Ist insbesondere das äußere elektrische Feld eiij elektro- 
statisches und ip sein Potential, so ist 

(5) m^^eVip. 

Die skaUre Moltiplikation mit b ergibt 



dt\2 



^,\ ^ dt ,^r^ \ ^f äs 
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nnd die Integration nach der Zeit für das Intervall Ton tg bis t 
(5a) |mB* - |mbo' = e{(p- ip^). 

Hier steht links der Zuwachs der lebendigen Kraft des 
Elektrons, rechts die Arbeit, die das elektrostatische Feld in 
dem betreffenden Zeitintervalle an dem Elektron geleistet hat; 
letztere ist proportional dem Anstiege des elektrostatischen 
Potenlialea. 

Bewegt sich etwa das Elektron von der auf dem Potential rp^ 
gehaltenen Eathode bis zu einem Punkte, dessen Potential be- 
kannt ist, so bestimmt (öaj die Geschwindigkeit |D|, wenn die 
Geschwindigkeit jb^l gegeben ist, mit der das Elektron die 
Kathode verläßt. Diese Anfangsgeschwindigkeit ist freilich 
unbekannt. Man nimmt indessen mit gutem Grunde an, daß 
sie klein ist gegen die Geschwindigkeiten, die es beim Durch- 
laufen des starken in der Entladungsröhre herrschenden elek- 
trischen Feldes erhält. Man setzt daher Dq = nnd findet 



(6) |l»l = '|/^C'P-<Po) = l/2c7j(9>-9>„). 

Wir woUen nun den Fall bebandeln, wo das Elektron mit 
der so erhaltenen Geschwindigkeit (6) in einen Raum eintritt, 
in welchem ein konstantes elektroatatiadies Potential herrscht 
Ist kein magnetisches Feld vorhanden, so wird es sich gerad- 
linig mit konstanter Geschwindigkeit weiter bewegen. Treten 
indessen magnetische Kräfte hinzu, so wird die Bahn sich 
krümmen. Wir wollen annehmen, daß das magnetische Feld 
homogen ist, und daß das Elektron in dieses Feld mit einer 
zu den KrafÜinien senkrechten Geschwindigkeit hineinfliegt. 
Der B es ehleanigungs Vektor ist dann nach (4b) 

(6a) ^ = -l[«'§]- 

Das Eiektron bewegt sich, wie die Zerlegung des Be- 
schleunigungsvektors in eine zu D parallele und eine zu V 
senkrechte Komponente {Bd. I § 5, Gl. 14a, S. 14) ergibt, in 
einer zn § senkrechten Ebene mit konstanter Geschwindigkeit. 
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Es beschreibt eins Kreiebabn, deren Radius S durch die 

Gleichung bestimmt ist 

:B-='i-|ti|-19|. 

Die BahnkrÜmmnng 

ist demnach um bo größer, je stärker das magnetische Feld 
und je kleiner die Geschwindigkeit des Elektrons ist. 

Ist das homogene magnetische Feld nicht senkrecht zu 
der ursprünglichen Bewegung des Elektrons gerichtet, so zer- 
legen wir zweckmäßigerweise den Geschwindigkeitavektor in 
zwei Vektoren, n^ und Bj, von denen der erste zu § parallel, 
der zweite zo § senkrecht ist. Der erste liefert keinen Beitrag 
zu dem Vektorprodukte aus und ß. Projizieren wir die 
Bewegung einerseits auf eine zu ^ parallele Gerade, andererseits 
auf eine zu @ senkrechte Ebene, so zerfällt (6 a) in die beiden 
Gleichungen 

Die zu p parallele Komponente der Geschwindigkeit bleibt 
konstant. Auf eine zu § senkrechte Ebene projiziert, stellt 
sich die Bewegung als Kreisbahn dar, mit dem reziproken] 
Radius 

In einem homogenen magnetischen Felde beschreibt 
das Elektron demnach eine Schraubenlinie. In dem 
speziellen Falle, wo die Bewegung anfangs senkrecht! 
zu den magnetischen Kraftlinien erfolgte, artet diei 
Bahn in eine Kreisbahn aus. 

Wir betrachten wieder den letztgenannten Spezialfall und ' 
drücken die Geschwindigkeit [DJ auf Grund von (6) durch die 
durchlaufene Potentialdifferenz {q> — (p^) aus. Alsdann ergibt 
Gleichung (7): 

,(8) i = l/^.-^-|©l- 



§3. 
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Die KrümmaDg des Kathodenstrahles im senkrechten 
Magnetfelde ist der Wurzel aus der durclilaufenen 
Potentialdifferenz umgekehrt proportional. Die Ver- 
suche von W. Kaufmann-^) haben dieses Gesetz ergeben und 
so das Zutreffen der zugrunde gelegten Bewegungsgleicbnng 
bestäi^gt. 

Diese Messungen konnten gleichzeitig dazu dienen, die 
spezifische Ladung der Eathoden strahl träger zu ermitteln. So 
erhielten W. Kaufmann'^) und S. Simon^^) den Wert 



(9) 



'! = ^= 1.865-10', 



et» 



für die spezifische Ladung des negativen Elektrons. 

Eine jede der Gieiehungeu (6) oder (7) kann verwandt 
werden, um die Geschwindigkeit zu berechnen, die den 
Elektronen in der Entladungsrohre erteilt wird. Dieselbe liegt 
hei den üblichen Spannungsdifferenz eu von Anode und Kathode 
zwischen Vio ^^^ Va ^^'^ Lichtgeschwindigkeit. Werte von der- 
selben Größenordnung sind von E. Wieohert^') durch direkte 
Measnng der Geschwindigkeit gefunden worden. 

Da nach (9) 

(9 a) ^-5,60.10^' 

ist, 80 folgt durch Vergleichung mit (1) 



(9b) 



'"a 
m 



= 1930 



als Quotient der trägen Massen von WasBerstoffatom 
und Elektron. 



§ 3. Klassifikation dar Strahlungen. 

Die MaxweÜBche Theorie versteht unter „Strahlung" 
einen elektromagnetischen Energiestrom; diesen bestimmt 
sie durch den Poyntingschen Vektor (vgl. I § 85). Sie lehrt, 
daß die Li cht wellen elektromagnetische Energie mitführen, 
mithin als Strahlungs Vorgänge anzusprechen sind. Die Licht- 
wellen, wie überhaupt alle elektromagnetischen Wellen, pflanzen 
sich in dem leeren Haume mit der Geschwindigkeit 
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fort (vgl. I § 75, S. 316). Die verscliiedenen Arten elektro- 
magnetischer Wellen, welche wir kennen, sind nur der Wellen- 
länge, aber nicht der Fortpflanzongsgeschwindigkeit nach ver- 
schieden. Ordnen wir nach der Wellenlänge, so haben ifir 
zuerst die ultravioletten Strahlen, dann das eigentliche sichtbare 
Licht; dann folgen die ultraroten, nur durch ihre thernÜBche 
Wirkung sich kundgebenden Strahlen, deren langwelligste die 
Kubens sehen Reststrahlen sind. Zwischen den längsten be- 
kannten Warmestrahlen (A = 6-10-* cm) und den kürzesten 
Wellenlängen der vom elektrischen Funken ausgelösten 
Schwingungen (X = 0,6 cm) klallt noch eine betrücht- 
liche Lücke. Dann folgt eine kontinuierliche Reihe von 
Wellen, die wir auf rein elektrischem Wege herzustellen 
vermögen; sie erstreckt sieh von den raflchesten Hertzseben 
Schwingungen bis zu den . langsamsten Wechselströmen der 
Technik. 

Alle diese Strahlungen können wir durch die Benennung 
„Wellenstrahlung" kennzeichnen. Darunter verstehen wir 
nicht nur rein periodische Wellen, sondern auch Wellen be- 
liebiger Wellenform. Das für die Wellenstrablnng Charak- 
teristische ist die unabänderliche Fortpäanzungsgescb windigkeit 
im leeren Räume. 

Zu der so definierten Wellenstrahlung gehören nun die 
Kathoden strahlen, von denen wir im vorigen Paragraphen be- 
richteten, nicht. Diesen Strahlen kommt hingegen eine Eigen- 
schaft zn, die den obengenannten Wellenstrahlnngen fehlt: 
sie führen nicht nur Energie, sondern auch Elektrizität mit. 
Wir wollen eine jede Strahlung, die Elektrizität mitführt, als 
„Konvektionsstrahlung" bezeichnen. Die Kathodenstrahlen 
insbesondere stellen einen Strom negativer Elektronen dar. 
Da wir die Eigenschaften dieser Atome der negativen Elek- 
trizität als unabänderliche ansehen, so bleibt als unter- 
scheidendes Merkmal verschiedener Kathoden strahlen nur die 
Geschwindigkeit der Elektronen übrig. 
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Die Geschwindigieit der in einer Entladungsrohre zu 
erzeugenden K&thodenstrakLen hängt, wie wir sahen, von der 
Potentialdiiferenz der Elektroden ab. Man kann jedoch diese 
Potentialdifferenz nicht beliebig wählen, da bei geringen 
Spannungen die Entladung nicht stattfindet, and da beliebig 
liohe Spannungen nicht zur Verfügung stehen. Hierdurch ist 
das „Spektrum" der nach der Geschwindigkeit geordneten 
Kathoden strahl eil begrenzt. Doch hat Ph. Lenard gezeigt, 
daB bei Betrachtung eines Metalles mit ultraviolettem Lichte 
Strahlen ausgesandt werden, welche ähnliche Eigenschaften, 
nur geringere Geschwindigkeit der Strahlteilchen aufweisen, 
wie die eigenthchen Kathodenstrahlen. Andererseits hat sich 
ergehen, daß die Strahlung radioaktiver Körper, und zwar der 
Bestandteil der Strahlung, den Rutherfort als |3-Strahlung 
bezeichnet hat, magnetisch in demselben Sinne, nur etwas 
schwächer, ablenkbar ist, wie die Kathodenstrahlen. Es lag 
nahe, hier negative Elektronen von größerer Geschwindigkeit 
zu vermuten. In der Tat haben die Untersnchungen von 
W. Kaufmann, auf die wir später ausführlicher zurückkommen, 
gezeigt, daß die Geschwindigkeiten der in den ^-Strahlen an- 
zunehmenden Elektronen ein kontinoierliches Spektrum dar- 
stellen, das sich von der halben Lichtgeschwindigkeit bis nahe an 
die Lichtgeschwindigkeit selbst heran erstreckt. Noch besteht 
eine LQcke zwischen den raschesten der messend zu ver- 
folgenden Kathodenstrahlen und den langsamsten j3-Strahlen. 
Wenn diese ausgefüllt sein wird, so wird man eine kontinuier- 
liche Reihe von negativen Konvektionsstrahlungen haben, die 
von beliebig kleinen Geschwindigkeiten bis nahe an die Licht- 
geschwindigkeit heranreicht. 

Von positiver Konvektions Strahlung haben wir bisher 
nicht gesprochen. Man hat gefunden, daß die leicht absorbier- 
bare Strahlung radioaktiver Körper, die sogenannte a-Strah- 
lung, ans positiv geladenen Teilchen besteht. Auch gewisse, 
die elektrische Entladung in verdünnten Gasen begleitende 
Erscheinnngen, die Kanalstrahlen E. Goldsteins, hat man 
anf bewegte positive Teilchen zurückfuhren zu können geglaubt. 
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3!b haben eicli für den Quotienten ans Ladung und Masse in 
beiden Fällen Zahlwerte ergeben, die von der Größenordnung 
des bei Wasser stofEionen vorliegenden Wertes waren. Doch 
sind diese positiven Kon vekfciona Strahlungen noch nicht ge- 
nügend erforscht, um SchlüsBe anf die Natur der positiven 
Elektrizität zu gestatten. Hat man ea hier mit den freien 
positiven Elektronen zu tun, und ist diesen eine so viel größere 
Trägheit zuzuschreiben, als den negativen? Oder sind diese 
Strahlteilchen, wie die Gasionen (§ 1), durch Anlagerung 
wägbarer Materie an die Elektronen entstanden? Oder ist 
etwa die positive Elektrizität überhaupt von der Materie nicht 
zu trennen? Das sind Fragen, deren Erledigung der Zukunft 
vorbehalten bleiben muß. 

In diesem zweiten Bande der „Theorie der Elektrizität" 
8oU nun die elektromagnetische Strahlung in umfassender 
Weise behandelt werden, sowohl die Wellen Strahlung, wie die 
Kon vektions Strahlung. Die Grundlage für die Theorie 
der Strahlung gewinnen wir, indem wir die atomisti- 
schen Vorstellungen über die Konstitution der Elek- 
trizität mit den Faraday-Maxwellschen Ideen über 
das elektromagnetische Feld vereinigen. Die Ver- 
einigung dieser beiden Vorstellungskreise ist ea, die zur 
modernen Elektron entheorie führt. Man trifft bei manchen 
Autoren die Auffassung an, daß die atomistischen Ideen in 
einem gewissen Gegensatze zur Maxwellschen Theorie stünden, 
und daß die Elektronen theorie eigentlich zu den alten Vor- 
stellungen der Femwirkungshypothese zurückkehre. Diese 
Auffassung ist indessen durchaus unzutreffend. Allerdings ist 
die Hypothese einer atomistischen Struktur der Elektrizität 
wohl zuerst, insbesondere durch Wilhelm Weber, in einer 
Weise eingeführt worden, welche den Vorstellungen der Fem- 
wirkungstheorie entsprach. Dieser Forscher stellte ein Ele- 
mentargesetz fiir die Wechselwirkung zweier elektrischer Atome 
au die Spitze und suchte auf dieses die gesamte Elektro- 
dynamik zu begründun. Daß diese Bemühungen Webers und 
anderer Physiker scheiterten, lag gerade an der Verkuppelung 
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der atomietischen Vorstellung mit der Fernwirkungshypothese, 
welche die der Atomistik innewohnende Entwickelungsfahigkeit 
erstickte. Erst die Abwendang von der Fernwirkungatheorie 
und die Verschmelzung mit der Faraday-Maxwellschen Lehre 
konnte die atomistischen Keime zur Blüte bringen und für 
die Elektrizitiltslehre fruchtbare Ergebiiiaae zeitigen. 

Die Maxwellsche Theorie, weit entfernt, die Frage nach 
der Struktur der Elektrizität als unberechtigt zurüukzn weisen, 
ermöglicht vielmehr erst eine allseitige Untersuchung der für 
diese Frage bedeutungsvollen Erscheinungen. Indem sie das 
Licht als elektromagnetischen Vorgang betrachtet, lehrt sie, 
aus der Strahlung einer Lichtquelle SchlÜBse auf die Eigen- 
schaften der elektrischen Teilchen zu ziehen, die in den licht- 
aussendenden Molekülen schwingen. So hat das Zeemaneche 
Phänomen'' gezeigt, daß eine große Zahl von Spektrallinien 
in der Bewegung der negativen Elektronen ihren Ursprung 
hat. Eine magnetische Zerlegung der Spektrallinien, die 
auf die Schwingungen positiver Elektronen in der Lichtquelle 
zurückzuführen wäre, hat sich nicht sicher feststellen lassen; 
infolge der größeren, diesen Teilchen anhaftenden trägen Masse 
würde eine solche Zerlegung auch theoretisch unterhalb der 
Grenze der Beobachtbarkeit liegen. Hier tritt die enge, von 
der elektromagnetischen Lichttheorie behauptete Beziehung 
zwischen dem Konvektionsstrome und der Lichtstrahlung deut- 
lich hervor. In der Sprache der Elektronentheorie läßt sich 
diese Beziehung so formulieren: Die Konvektioüsstrah- 
lung ist ein Strom freier Elektronen, die Wellen- 
Strahlung nimmt ihren Ausgang von Geacbwindig- 
keitsänderungen der Elektronen, 

Wo die Kathödenstrahlen auf die Röhren wand treffen, 
nehmen die Röntgenstrahlen ihren Ursprung. Wir werden, 
mit G. G. Stokes und E,Wiechert, in diesen magnetisch nicht 
ablenkbaren Strahlen die elektromagnetischen Wellen sehen, 
welche von den gehemmten Elektronen ausgehen. Dabei scheint 
es sich nicht um periodische Wellenzuge, sondern um Einzel- 
Impulse zu handeln, deren Impulsbreite weit kleiner ist als die 
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Wellenlänge der kurz welligsten ultravioletten Strahlen. Aus 
den BeugungBverauclien von Haga und Wind hat sich ergeben, 
daß die loipulabreite nicht mehr aU 10""* cm beträgt, falls es 
sich überh-anpt um Wellenimpulse handelt. Doch ist es, da die 
Röntgenstrahlen sich weder brechen noch spiegeln lassen, 
schwierig, ihre Wellennatnr esperimenteli festzustellen. 

Die dritte, nicht ablenkbare Klasse der Kadiumatrahlen, 
die sogenannten y-Strahlen, weist Eigenschaften auf, welche 
denen besonders durchdringender Röntgenstrahlen gleichen. 
Es liegt nahe, sie als die Wellenimpulse anzusprechen, welche 
beim Fortschleudern der Elektronen durch die radioaktiven 
Atome erregt werden. 

§ 4. Die Grundgleioliuugen der Elektronentheorie, 

Um zu den Grundgleichungen der Elektronentheorie zxi 
gelangen, gehen wir von den Hauptgleichungen der Maswell- 
schen Theorie aus (I, § 65). Die erste Hauptgleichung lautet 
(I, Gl, 177, S. 243) 

curl0 = ^-t, 

wobei t die Dichte des Gesamtstromes ist. 

Die Elektronentheorie kennt nur zwei Bestandteile des 
Gesamtstromes, den Verachiebungsstr^m im Äther und 
den Konvektionastrom bewegter Elektronen; die Dichte 
des Verschiebungsatromes im Äther iat gleich 

die Dichte des elektrostatisch gemessenen Konvektionsstromes 
ist gegeben durch (vgl. 1, § 55, Gl. 159, S. 194) 

wo p die räumliche Dichte, U die Geschwindigkeit der kon- 
vektiv bewegten Elektrizität bezeichnet. Wir wollen der ein- 
iacheren Schreibweise wegen es vorziehen, den Konvektions- 
ström elektro magnetisch zu messen. Alsdann wird 
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(10) i='i, 

und es ist die erste Grundgleichimg zu Bclireibeii 
(I) carl§-i^ = 4«(. 

In der zweiten Hauptgleichiing (I, Gl. 178, S. 245) streichen 
wir die eingeprägte elektrisclie Kraft. Im leeren Räume, wo 
89 — ist, nimmt dann die zweite Hauptgleichuug die Form au: 

(ß) curie-h||f = 0. 

Diese beiden Grundgleichungen nehmen wir auch im 
Innern der Elektronen als gültig an. 

Die allgemeine Beziehung zwischen der Dichte der Elek- 
trizität und der Divergenz der elektrischen Versehiebui^ (vgl, I, 
GL 135a, S. 147) behält die Elektronentheorie bei; da sie 

S — :;— € setzt, so wird . 

(ni) diTg = 4Ä(i. 

Auch die allgemeiBe Bedingung der Quellenfreiheit des 
Vektors » (I, Gl. 178a, S. 246) wird aus der Maxwellschen 
Theorie herübergenommen ; da 8 mit $ identifiziert wird, so wird 

(IV) ' diT0-O. 

Für den tou Materie und von Elektronen leereu Raum, 
wo (f und t verschwinden, stimmen diese Grundgleichnngea 
mit den Hertz - Heavisideschen Feldgleichungen Uberein; sie 
führen wie jene zu dem Ergebnisse, daß hier ebene elektro- 
m^netische Wellen nach allen Richtungen mit der gleichen 
Geschwindigkeit c forteüen. Auf ein Bezugssystem, m dem 
diese Isotropie der Wellenfortpflaozung statthat, siud die Be- 
wegungen der Elektronen zu beziehen. Die in einem solchen 
System gemessene Geschwindigkeit b der Elektronen ist es, 
welche in den Ausdruck (10) für die Dichte des ffonvektions- 
stromes eingeht. Neben dem kinematischen Vektor b enthält 
das System der Peldgleichungen (I) bis (IV) nur zwei Vektoren, 

Abrfthim, TheoriB der ElektrislUt. II. 3. Aufl. 2 
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den elektrischen Vektor £ und den magaetiachen Vektor ff. 
Es ist die etn&chste Erveitenuig des for den Äther geltoiden 
Sjstemfl von FeldgleictmDgeo, welche die eingelagerten Elek- 
tronen and ihre Bewegung berücksichtigt. 

Zn diesen Feldgleichnngen tritt endlich eine Anssi^ aber 
die an den Voltimelementen der Elektronen angreifende Eiaft. 
Es wird, in Cbereinstimmong mit Bd. I, § 96, GL 246 a, S. 426, 
fOr die aaf die Einheit der Ladnng wirkende Kraft der Ansatz 
gemacht: 

Der Vektor 5? ^iß „elektromagnetische Kraft pro 
Einheit der Ladang", ist durch die Gmndgleichnng (V) anf 
die drei in den Feldgleichnngen auftretenden Vektoren znrSck- 
geftthrt. Wir können diesen Ausdruck fSr die elektromagnetische 
Kraft um so eher akzeptieren, als wir ja im § 2 dieses Bandes 
uns davon Qberzeugt haben, daß er die Kraft, die in einem 
gegebenen äußeren Felde auf die Kathodenstrahlteilchen wirkt, 
in befriedigender Weise darsteUt 

Wir wollen uns davon überzeugen, daß der zugrunde 
gelegte Ansatz fDr die elektrom^netische Kraft mit dem 
Energieprinzipe im Einklang ist. Wir denken uns zu diesem 
Zwecke einen Bereich v, der von der ruhenden Fläche f be- 
grenzt ist. Auf die im' Volumenelemente dv enthaltene Elek- 
trizität übt das elektromagnetische Feld die Kraft ^Qdv aus. 
Diese leistet pro Sekunde die Arbeit 

(t>%)Qdv^ {&niS)dv. 

Hier igt der vom magoetischen Felde herrührende Anteil der 
Kraft, der stets senkrecht zur Bewegungarichtung der Elektrizität 
weist und daher zur Arbeit nichts beiträgt, fortgefallen. Durch 
Integration über den Bereich v erhalten wir mithin für die 
Arbeitsleistung der elektromagnetischen Kraft 
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Da nun, nach (10), der Vektor ^ll die Dichte des Kon- 
vektionBetromea beBtimmt, so folgt aas der ersten Grond- 
gleichmig 

Femer ist, nach einer allgemeinen Regel der Vektorrechnung 
(I, Öl. 102a, S. 96), 

yd/"[e§],- fdv§ eurl« —fdvfB curl§, 

oder, mit Rücksicht auf die zweite Grundgleichung, 

fdvfS curl§ - - ifdv^f^ -/rf/'[e©],; 

dabei stellt n die änßere Normale der Begrenznngsöäche / vor. 
Es folgt also schließlich 

Dieses ist nichts anderes als die Energiegleiehang, 

Setzen wir, in Übereinstimmung mit der Maxwellschen Theorie, 

(12) ^=/l,"{e'+§'l 

für die elektromagnetische Energie des Raumes und 

(13) ®"Ä[e©] 

iür den elektromagnetischen Energiestrom, so können 

wir (11) schreiben 



dA 

"dt 



+M=-1^- 



Die Arbeit der elektromagnetischen Knlite, die in dem 
Bereiche v wirken, vermehrt um den elektromagnetischen 
Energiestrom, der durch die Begrenzungsääche f hinausströmt, 
ist der Abnahme der elektromagnetischen Energie des Bereiches 
gleich; Arbeitsleistung der elektromagnetischen Kräfte und 

2* 
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Strahlung erfolgen beide auf Kosten der elekfcromagnetiaelien 
Energie \V; dabei sind für Eaergiedichte und Energiestrom 
die aus der Maxwellschen Theorie bekannten Ausdrucke bei- 
zubehalten. Gleichung (11) epricht das Energieprinzip für das 
elektromiignetische Feld bewegter Elektronen aus. Wie unaer 
Beweis zeigt, folgt dasselbe ans den Grundgleichungen (I) 
big (V); ea stellt keineswegs eine neue, ron den Grund- 
gleichungen unabhängige Aussäe dar. 

In den allgemeinen Grundgleichungen (I) bis (V) der 
Elektronentheorie ist die Idee der at omi st i sehen Konstitution 
der Elektrizität noch nicht zur Formuhening gelangt; diese 
Grund gleich un gen würden es noch zulassen, daß die Elektrizität 
kontinuierlich den Raum erfüllte. Die atomistische Hypothese 
nimmt indessen an, daß die Elektiizität, die positive und die 
negative, aus Elementarquanten j^ e besteht, die durch den 
Äther voneinander getrennt sind. Dabei genügt es bisweilen, 
die Ladungen als Punktladungen aufzufassen, inabesondere dann, 
wenn es sich um die vom Elektron entsandte Wellenstrahlung 
handelt. Doch bringt die Annahme punktföimiger Elektronen 
gewisse Schwierigkeiten mit sich. Es besitzt nämlich das 
Feld, welches eine ruhende Ladung von endlichem Betrage 
umgibt, eine elektrostatische Energie, die unendlich wird, wenn 
die Ladung sich auf einen Punkt zusammendrängt. Schon 
diese Erwägimg deutet an, und die eingehende Untersuchimg 
bestätigt es, daß die Elektronen, streng genommen, nicht als 
elektrische Punkte zu betrachten sind, da ja ihre Ladung und 
ihre Energie endlieh sein soUen. Wir werden Tons daher genötigt 
sehen, der Dynamik der Elektronen neben den allgemeinen Grund- 
gleichungen (I) bis (V) noch besondere Voraussetzungen über 
die Form und Bewegungsfreiheit dieser Teilchen zugrunde zu 
legen. Doch werden wir hierauf erst im dritten Kapitel dieses 
Abschnittes eingehen. 

Wir haben die Grundgleichungen (I) bis (Y) erhalten, 
indem wir von den aUgera einen Gleichungen der Maxwellschen 
Theorie ausgingen und diese in gewisser Weise vereinfachten, 
Ea braucht kaum ausdrücklich bemerkt zu werden, daß dieses 
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Verfahren nur ein heuristiBches ist und keine Beweiskraft be- 
sitzt. Müssen wir doch jedesmal, wenn wir eine anf einem 
gewissen Gebiete als richtig erkannte Theorie auf ein neues 
Er scheinungs gebiet anwenden wollen, mit der Möglichkeit 
rechnen, daß sie diesen neuen Tatsachen gegenüber versagt 

Die vorgenommene Ubertragong der Maxwellaehen Glei- 
chnngen auf die Felder der Elektronen ist insbesondere auch 
aus dem Grunde hypothetisch, weil diese Felder niemals einer 
direkten experimentellen Prüfung zugänglich werden können. 
Denn die Methode der Untersuchung des Feldes durch einen 
Probekörper ist wob! auf die Felder anzuwenden, von denen 
der erste Band dieses Werkes handelte, aber nicht auf die 
Felder der Elektronen selbst. Der kleinste denkbare Probe- 
körper ist nämlich, wenn imders die atomistische Vorstellung 
zutrifift, das Elektron selbst. Das Feld nun, welches das ein- 
zelne Elektron umgibt, wechselt natürlich nach Richtung und 
Stärke beträchtlich in Bereichen von der Größenordnung des 
Elektrons. Zu seiner Ausmessung würde ein Probekörper not- 
wendig sein, dessen Dimensionen klein gegen diejenigen des 
Elektrons sind. Es ist also aus prinzipiellen Gründen, von 
experimentellen Schwierigkeiten ganz abgesehen, das Feld, 
anf das unsere Grund gleichungen sich beziehen, der direkten 
Messung unzugänglich. Die Bestätigung der Grund gleichun gen 
muß in dem Zutrefl'en ziemlich entfernter Folgerungen gesucht 
werden. Zunächst ist die Übertragung der Grundgleichungen 
von den der Beobachtung zugänglichen Feldern auf die Felder 
der Elettrizitätsatome eine durchaus hypothetische. 

Eine jede atomistische Theorie muß indessen in ent- 
sprechender Weise verfahren. So kann die kinetische Gas- 
theorie nicht umhin, die Bewegung und den Stoß der Gaa- 
molefcüle nach Gesetzen zu behandeln, welche der Mechanik 
der greifbaren Körper entnommen sind. Es kann niemals 
direkt experimentell nachgewiesen werden, daß die Bewegungen 
der Moleküle wirklich diesen Gesetzen gehorchen. Die Be- 
rechtigung der gemachten Voraussetzungen kann erst nach- 
träglich dadurch geführt werden, daß man ihre Konsequenzen 
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verfolgt und ala zutreffend oacliweiat. Dabei liegt die Sache 
sogar in der Elektron entheorie günstiger als in der Mole- 
tulartheorie der Materie, indem die Eigenschaften der freien 
Elektronen selbst in den Kathodenstrablen und verwandten 
Sti'ahlnngen dem Experimente zugänglich werden, während die 
regellosen Bewegungen der unelektrischer Atome nnd Moleküle 
der direkten Beobachtimg unzugänglich und nur in ihren über 
meßbare Bereiche erstreckten Mittelwerten zu den mechanischen 
und thermischen Eigenschaften der Materie in Beziehung zu 
setzen sind. 

Die Elektronentheorie beansprucht, die elektrischen, ma- 
gnetischen und optischen Eigenschaften der Materie in ihrer 
Gesamtheit darzustellen. Sie geht dabei von gewissen Voraus- 
setzungen über die Eigenschaften der Elektronen in leitenden, 
dielektrischen und magnetisi er baren Körpern aus und gelangt 
durch Mittelwertsbildung über Bereiche, die eine sehr große 
Zahl von Elektronen enthalten, zu den Hauptgleichungen der 
Maxwellsehen Theorie für ruhende Körper; dabei werden die 
Beziehungen der elektrischen Verachiebung und der Leitungs- 
stromdichte zur elektrischen Feldstärke, sowie die Beziehung 
der magnetischen Feldstärke zur magnetischen Induktion, an- 
schaulicher gedeutet und in mancher Hinsicht der Erfahrung 
besser angepaßt, als in der rein phänomenologischen Maxwell- 
Hertzschen Darstellungs weise. 

Der erste, der die Grundgedanken der Elektronentheorie 
klar formuliert und in umfassender und folgerichtiger Weise 
insbesondere auf optische Fragen angewandt hat, ist H. Ä. 
Lorentz gewesen. Er hat die elektromagnetische Theorie der 
Farbenzerstreuung**) und die Optik bewegter Körper*') von 
diesem Standpunkte aus entwickelt. Auch die Entdeckung 
Zeemanns ist auf seine Anregung zurückzuführen. Wenn über- 
haupt die Elektronentheorie, an deren Eriblgen so viele 
experimentelle und theoretische Physiker Ajiteil haben, mit 
dem Namen eines einzelnen Forschers in Verbindung gebracht 
werden soll, so kann wohl nur der Name von H. A. Lorentz 
in Frage kommen. 
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§ 5. Die elektromagnetlBOhfl BewegungsgrSBe. 

Wie wir bereits im ersten Bande dieses Werkes (§ 98) 
erwähnten, besteht hinsichtlich der Beziehung zum dritten 
Axiome der Newtonschen Mechanik ein gewisser Qegensatz 
zwischen der Maxwell - Hertzschen Theorie einerseits und der 
Lorentzschen Theorie andererseits. Jene nimmt an, daß die auf 
einen Körper wirkenden elektromagnetischen Kräfte stets aus 
gewiesen, über seine Oberfläche verteilten Druck- und Zi^- 
kniften resultieren, wobei zwar das Gesetz von Wirkung und 
Gegenwirkung erflUlt ist, aber zuweilen Kräfte anf die Volum- 
elemente des Äthers auftreten. Der Lorentzschen Theorie sind 
solche Kräfte auf die von Elektrizität leeren Volumelemente 
des Raum^ fremd. Sie läßt elektromagnetische Kräfte nur 
auf die Elektrizität wirken; die auf die Volumeinheit berechnete 
elektromagnetische Kraft (V) der Lorentzschen Theorie 

(14) pg=.pjg + l[„§]j 

Terschwindet mit der elektrischen Dichte p. 

Wir wollen nunmehr die Konsequenzen verfolgen, die sich 
ans dieser Auffassung hinsichtlich der Stellung der Elektronen- 
theorie zum dritten Axiome Newtons ergehen. 

Wir ziehen, ebenso wie in Bd. I, S. 428, die folgenden 
Identitäten heran 

(14a) g, div€ - [€ curieL- g^|(«| - «J - 6») 
(14b) §,div§-[§curl§L=|^|(§J-#?-§?) 

Mit Rücksicht auf die Grundgleichungea (I) ond (III) geht 
über in 

(14c) p5 = -i^ je dive - [§, curi§ - 1 ^1] j . 
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AndererseitB folgt durch Addition Ton (14a) und (14b), 
auf Girund von (H) und (IV) 

(i4d) e.div e + A[@M]^_[g curi §1 

wobei unter Verwendung einer in der DlaBtizitätstbeorie g^ 
bräucUiehen Schreibweise gesetzt ist 

(15) 4ffZ,=e,e, + §,§^, 
4^z,-eA + §.&.- 

Durch Kombination von (14e) und (14d) erhalten wir 
oder nach Einführung des Foyntingschen Strohlvektors 

Entsprechende Gleichungen: 

ar, sr, ar i s®„ 

P"'" dx '^ dy '^ dz ~c*"dt~' 

gelten für die beiden anderen Komponenten der elektromagne- 
tischen Kraft, 

Wir überzeugen uns unschwer davon, daß die drei ersten 
Glieder der rechten Seiten die von den Maxwellschen Span- 
nungen auf die Raumeinheit ausgeübte Kraft darstellen. In 
der Tat, setzen wir in den Gleichungen (248) und (249) in 
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§ 97 des ersten Bandes, welche bzw. die elektriscte und mag- 
netische FlMhentraft darstellen, £ = ^ = 1, so wird 

(17) I = J' + S- = ^|2lgS„+ 20§„- «(SH §=)); 

dabei stellt n einen EinheitsTektor vor, der in Richtung der 
äußeren Normalen n der Fläche weist, über welche die Fläcben- 
kraft % verteilt ist. Die parallel der ar-Achse genommene 
Komponente dieser yon den Maxwell sehen Spannungen auf die 
Flächeneinheit einer beliebig gestellten Fläche ausgeübten Kraft 
ist demnach 

(17a) 2, = ^J2g,e„ + 2^,0,, - cos(«^)(6^ + §')[■ 

Legt man nun die Normale n des betrachteten Flächen- 
elemeutea der Reihe nach parallel der a:-Ächse, der y-Achse 
und der s-Achse, so erhalt mau für X^ die durch (15) ein- 
geführten Ausdrücke X^, X^, X,. Diese stellen demnach die 
parallel der a;-Aehs6 genommenen Komponenten der Flächen- 
kraft X TOr, die auf die Flächeneinheit dreier den Koordinaten- 
ebenen paralleler Flächen elemente wirkt; diese drei Größen 
und die durch zyklische Vertauscbung der Koordinaten ent- 
stehenden Größen sind mit dem Spannungssysteme identisch, 
welches Maxwell im elektromagnetischen Felde wirkend an- 
nahm; dasselbe ist durch 6 Komponenten 

X,, Y^, z,, x^ = r,, X, = Z^, Y, = z^ 

gekennzeichnet. Den Lelireu der Elastizitätstheorie gemäß 
besitzt die von diesen Spannungen auf die Volumeinheit aus- 
geübte Kraft die Komponenten 

ei'. 



dX, äX ^ 

-|- 5 "I" "äj" parallel der a:- Achse, 

SY, 3y"„ dY 

^-" + "0y + 1)^ parallel der y-Achse, 



Sx ' dy ' Si 

dz_ dz^ dz, 

-^ \- -^ -\- ,- parallel der a-Ächae. 

Nach Maxwell und Hertz sind dieses die auf die 
Volumeinheit des Äthers berechneten Komponenten 
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der elektromagnetiechen Kraft, Nach Lorentz") ist 
noch die Kraft 

proYolumeinheithinzuzufÜgetiiiim diegesamte elektro- 
magnetische Kraft Q^ der Elektrouentheorie zu er- 
halten. Diese Zueatzkraft heht lilr die Yolumelemente des 
von Elektrizität leeren Kaames gerade die von den Maxwell- 
sehen Spannungen ausgeübte Kraft auf. 

Wir können dieses Zusatzglied der Anschauung näher 
bringen, indem wir eine „elektromagnetiBche Bewegungs- 
gröBe" Über das Feld mit der Dichte 

verteilt denken. Dieselbe ist durch die Vektoren 6 und § be- 
stimmt, für einen jeden Punkt des Feldes. Einer zeitlichen 
Änderung des Poyntingsehen Vektors @ entspricht eine Ände- 
rung der elektrom^netischen Bewegungsgroße, welche die 
Ti%heitskraft (17b) bedingt. Durch diese Trägheitskraft, im 
Verein mit der über die Oberfläche des betreffenden Bereiches 
verteilten Flächenkraft % (Gl. 17) ist die durch die Grund- 
gleichung (V) definierte elektromagnetische Kraft vollständig 
zu ersetzen. 

In der Tat, da aus (^15) und (17a) folgt: 

X^ cos nx -^ X^ cos ny -{■ X, cos nis = %^, 

so erhalten wir, indem wir (16) über einen von der FUche f 
begrenzten Bereich v integrieren, als x-Komponente der resul- 
tierenden elektromagnetischen Kraft; 

Gehen wir zur Vektorgleichung über, so erhalten wir 
(19) »=fdvQ^^ßfi-% 
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wobei 

(20) e=Jdvt^fdv^ 

die geBamte, in dem Bereiche v enthaltene elektroma^etische 
Bewegungs große ist. 

Die E>aft, welche das elektromagnetische Feld auf einen 
beliebigen Körper ar^iibt, ist nach der Lorentzschen Theorie 
gleich der resultierenden Kraft St auf die im Innern des Körpers 
befindlichen Elektronen. Es bes^ daher Gleichung (19): 
Die resultierende elektromagnetische Kraft auf einen 
beliebigen Körper ist gleich dem über seine Ober- 
fläche erstreckten Integral der Flächenkraft Z, ver- 
mindert um die zeitliche Zunahme der gesamten im 
Innern des Körpers befindlichen elektromagnetischen 
Bewegungsgröße. 

Wir können, wofern die Qrundgleichungen der Elektronen- 
theorie zutreEFen, die Gleichung (19) auch auf ein System von 
Körpern anwenden, welche in den Äther eingelagert sind. Wir 
haben dann im Äther eine Fläche zu konstruieren, welche das 
ganze System einschließt. An dieser Flache haben wir uns 
die Flächenkraft % angreifend zu denken; auch haben wir die 
elektromt^etische Bewegungsgröße sowohl im Innern der 
Körper als auch in dem Räume zwischen den Körpern in 
Rechnung zu ziehen. 

Eine besonders einfache Form nimmt der Ausdruck (19) 
der elektromagnetischen Gesamtbraft an, falls wir die F^che f, 
die das Körpersystem umschließt, uns so weit entfernt denken, 
daß sie in dem ganzen Zeitin terralle, in dem der zu betrach- 
tende Vorgang sich abspielt, nicht von dem elektromagne- 
tischen Felde erreicht wird. Dann verschwindet nämlich auf 
der Fläche f der Vektor %, der ja durch die daselbst herrsehen- 
den Feldstärken bestimmt ist. Es fällt denmach das erste 
Glied im Ausdruck (19) fort, und die elektromagnetische Öe- 
samtkraft wird 

(21) ft = -W- 
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Die Gesamtkraft, welche das elektromagnetische 
Feld anf ein Körpersvateni ansübt. ist gleich der zeit- 
lichen Abnahme der elektromagnetificheD Bewegunga-i 
große des gesamten FeldeR. 

Das System, welches aas den EÖrpem nnd dem gestunten 
elektromagDetisehen Felde gebildet ist, können wir als ein in 
elektromagnetischer Hinsieht abgeschlossenes System bezeichnen. 
¥üT ein solches nimmt anch die Enei^egleichnng (11) eine 
vereinfachte Form an, da eine Änsstrahlnng dnrch die Be- 
grenzungsfläche f hindurch nicht in Betracht zn ziehen ist. 
Es wird die gesamte Arbeit der elektromagDetischen Kräfte 

y^^} ^ — dt 

Diese Relation ist es, welche die Bezeichnung des durch (12) 
definierten Skalars W als „elektromagnetische Energie" 
rechtfertigt. In entsprechender Weise rechtfertigt die Relation 
(21) die Bezeichnang des dnrch (20) definierten Vektors ® als 
„elektromagnetische Bewegungsgröße" oder „elektro- 
magnetischer Impuls" des Feldes. 

Ist E die gesamte Energie der wägbaren Körper des ab- 
geschlossenen Syatemes, so ist der Zuwachs von E der Arbeit 
der elektromagnetischen Kräfte gleich; es folgt demnach aus (22) t 

f22a) E+ T^^Constans. 

Die Summe aus der Energie der wägbaren Körper 
und der elektromagnetischen Energie des Feldes ist 
fdr ein abgeschlossenes System konstant. 

Dieser allgemeinen Fassung des Energieprinzip es können 
wir eine allgemeine Fassung des Impulssatzes gegenüberstellen. 
Nach den Lehren der Mecbaoik ist die zeitliche Zunahme des 
Gesanitimpulses 8J der wagbaren Massen der Resultierenden der 
äuBeren Kräfte gleich. Da die mechanischen Wechaelwiikungen 
dem Prinzipe von Wirkung und Gegenwirkung Genüge leisten, 
so liefern sie zu der resnltierenden Kraft keinen Beitrag. Es 
besagt daher der Impulssatz: Die zeitliche Änderung des mecha- 
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niachen Impulses © ist gleich der resultierenden elektro- 
m^netischeu Kraft St: 

Setzen wir hier für Ä den in (21) erhaltenen Ansdrnck 
ein und hringen @ auf die andere Seite, so erhalteu wir 

[SS) S 4- ® - Constans. ■ 

Die Summe aus dem mechanischeu Impulae der 
wägbaren Körper uad dem elektromagnetischen Im- 
pulse des Feldes ist für ein abgeachlosBenes System 
konstant. 

Der so verallgemeinerte Impulssatz ist für das Folgende 
Ton fundamentaler Bedeutung. Der gegebene Beweis zeigt, 
[daß die Einfilhruug des elektromagnetischen Impulses ebenso- 
wenig eine neue Hypothese darstellt wie die Einführung einer 
elektroraagnetisehen Energie. Es handelt sich hier wie dort 
nur um einen zweckmäßigen Ausdruck gewisser Folgerungen, 
die ans dem Ausdrucke der elektromagnetischen Ki-aft (V) im 
Verein mit den Feldgleicbungen (I) bis (IV) der Elektronen- 
theorie Hießen. Wenn nun auch diese Ausdrucks weise der in 
der Mechanik gebräuchlichen nachgebildet ist, so führt doch, 
wie schon am Schlüsse des ersten Bandes hervorgehoben wurde, 
die Elektronen tbeorie zu Folgerungen, welche den Axiomen 
der Newtonschen Mechanik widersprechen. 

Die an den wägbaren Körpern angreifenden 
elektromagnetischen Kräfte der Lorentzschen Theorie 
befolgen nicht das dritte Axiom der Newtonschen 
Mechanik. 

Wenn z. B. ein Körper Licht in einer bestimmten Rich- 
tung, etwa vermittelst eines Hohlspiegels, auszusenden beginnt, 
Bo erfährt die elektromagnetische ßewegungsgröße des Raumes 
einen Zuwachs. Der Gleichung (ül) gemäß wird das Licht 
auf den emittierenden Körper eine Kraft ausüben. Diese 
Wirkung wird erst dann durch eine (iegenwirkung kompensiert 
werden, wenn das entsandte Licht von anderen Körpern ab- 
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Horbiert wird, «nd das findet wegen der endliehen Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes erst nach einer end- 
lichen Zeit statt. Bis dahin bleibt die Bewegungsgröße der 
Körper ebenso wie die Energie gewissermaßen latent, sie iat 
in elektromagnetische BewegnugsgroBe verwandelt worden. 

Daß der Satz von actio und reactio, in dem Sinne der 
Newtouschen Mechanik gefaßt, von den elektromagnetischen 
Kräften der Lorentzschen Theorie verletzt wird, ist von 
H. Poincare als Einwand gegen diese Theorie geltend gemacht 
worden"). Indessen wird man diesen Einwand nur dann 
als stichhaltig ansehen, wenn man die Axiome der alten 
Mechanik als a priori gültig betrachtet. Sieht man hingegen 
die Physik als eine Wissenschaft an, deren Prinzipien der fort- 
schreitenden Erfahrnag anzupassen sind, so wird man sich 
durch jenen Einwand nicht beirren lassen. Man wird vielmehr 
die Mechanik des elektromagnetischen Feldes auf den erwei- 
terten Impulssatz (23) begründen und wird untersuchen, ob 
dieser Satz Folgerungen ergibt, die mit der Erfahrung über- 
einstimmen; ist dies der Fall, so sind nicht die Grundlagen 
der Elektronentheorie, sondern die Axiome der alten Mechanik 
zu revidieren. 

Das ist der Weg, der in den folgenden Abschnitten be- 
schritten werden soll; wir werden zeigen, daß sowohl für die 
Theorie der Konvektions Strahlung wie für diejenige der Wellen- 
strahlung die Einführung der durch den Stralilvektor bestimmten 
elektromagnetischen Bewegungs große fruchtbar ist, und werden 
in der Bestätigung der so gewonnenen Ergebnisse durch das 
Experiment eine Rechtfertigung der Grundhypotbeaen der 
Elektroneutheorie erbhcken dürfen. 

Nach (18) ist die Dichte Q der elektromagnetischen Be- 
weguugsgröße dem durch das Quadrat der Lichtgeschwindig- 
keit dividierten Strahlvektor @ gleich zu setzen. Für eine 
ebene Lichtwelle weist also der Vektor g in Richtung der 
Wellennormalen 5 da der Betrag S des Strahlvektors der 
Energie gleich ist, die in der Sekunde auf die Mächenein- 
heit einer senkrecht zum Strahle gestellten Fläche fällt, imd 
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da diese Energie einen Zylinder von der Höhe c erfüllt, 
so ist 

der Betrag der in der Sekunde auf eine ruhende Fläche fallen- 
den Bew eg an gs große. Die pro Sekunde auffallende Be- 
wegungBgröße eiuer ebenen Lichtwelle ist also gleich 
der pro Sekunde auffallenden Energie, dividiert durch 
die Lichtgeschwindigkeit, oder gleich der Energie- 
dichte. 

Fällt nun die Welle auf eine ruhende schwarze Fläche, 
welche die elektromagnetische Energie der Welle in Wärme 
verwandelt, so wird auch die elektromagnetische Bewegungs- 
größe vernichtet uud in mechanische Beweguugsgröße ver- 
wandelt. Mit anderen Worten, das Licht übt auf die absor- 
bierende Fläche einen Di-uek aus. Der Lichtdruck beträgt 
für eine senkrecht zur i'ortpflanzungsrichtuug ge- 

stellte schwarze Fläche — ; er ist der Energiedichte 

der Welle gleich. Er wirkt auf die absorbierende schwarze 
Fläche in Richtung des auffallenden Strahles. 

Eine entsprechende, der Strahlrichtung entgegen weis ende 
Druckkraft muß wirksam werden, wenn das Licht von der 
Lichtquelle in den Raum hinausgesandt und dadurch elektro- 
magnetische Beweguugsgröße erzeugt wird. 

Wir haben hier die Ableitung des Lichtdruckes an den 
zweiten Terra im Ausdrucke (19) der resultierenden elektro- 
magnetischen Kraft angeknüpft, welcher die Bewegungagröße 
enthält. Den ersten Term beseitigten wir, indem wir die Be- 
wegungsiläche /' des Feldes beliebig weit fortrücken ließen. 
Wir können nun auch anders verfahren. Wir können die 
Fläche so legen, daß sie sich unmittelbar an den Körper an- 
schmiegt, auf den die gesuchte elektromagnetische Kraft wirkt. 
Dann sind im allgemeinen beide Glieder zu berücksichtigen, 
sowohl die von den Maxwellschen Spannungen ausgeübte Kraft 
als auch die Rückwirkung der elektromagnetischen Beweguugs- 
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große, die ine Innere des Körpers tritt. In manchen Fällen 
indessen fäUt das zweite Glied fort. Haben wir es beispiels- 
weise mit einem Körper zn tun, der mit einer schwarzen, das 
Lieht vollkommen absorbierenden HilUe bedeckt ist, so tritt 
von außen her kein Licht und keine elektromagnetische Be- 
wegnngsgröße in den Körper. Ea wird die Enei^ie des Lichtes 
bereits tm der Obertläehe in Wärme verwandelt. Hier erhiilt 
man den vollständigen Wert der yom Lichte ausgeübten Kraft, 
indem man ausschließlieh die Oberflächenkraft I der Maxwell- 
fichen Spannungen in Rechnung zieht. 

In einer ebenen Lichtwelle steht der elektrische Vektor 
senkrecht auf dem magnetischen; die elektrische Energiedichte 
ist der magnetischen gleich. Der Faradaj-Maxwellsche Längs- 
zug der elektrischen Kraftlinien hebt den ihm parallelen mag- 
netischen Querdruck, der Längszug der magnetischen Kraft- 
linien den entsprechenden elektrischen Querdmck auf; denn 
diese Druck- bzw. Zugspannungen sind (vgl. I, §. 97) der elek- 
trischen bzw. der magnetischen Energiedichte gleich. Parallel 
der Strahlrichtung hingegen, die sowolil auf 6 wie auf § 
senkrecht steht, verstärken sich die beiden Querdrucke und er- 
geben einen Druck auf eine senkrecht gestellte schwarze Fläche, 
der gleich der elektromagnetischen Energiedichte ist. Das 
Resultat dieser Betrachtung führt zu demselben Werte des 
Lichtdruckes, wie die obige Ableitung aus der elektroma- 
gnetischen BewegongsgröBe. 

Maxwell seibat war es, der aus seinem Spannungssysteme 
zuerst den Lichtdruck ableitete. In den letzten Jahren ist 
es den Bemühungen geschickter Experimentatoren, nämlich 
F. Lebedew^') sowie E. F. Nichols und G. F. Hüll") ge- 
lungen, experimentell den Lichtdruck als vorhanden nach- 
zuweisen. Auf die Beziehungen des Strahiungs drucke s zur 
Theorie der Wärmestrahlung kommen wir weiter unten 
zurück. 

Wir woUen schließlich noch zeigen, daß der zweite Impuls- 
satz (vgl. I, § 12) sich in entsprechender Weise verallgem einem 
läßt wie der erste. Wir berechnen das resultierende Mo- 
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ment der elektromagnetiechen Kräfte, die auf eisen ge- 
gebenen Bereich v wirken: 

(24) fll=fdv[t,9%l 

Wir verstehen unter t den Radiusvektor, der von einem im 
Ranme festen Pnnkte ans zu konstruieren ist. Auf diesen 
festen Momentenpnnkt ist das Moment der elektromagnetischen 
Kräfte bezogen. 

Durch Eiafiihnmg der Ausdrücke (16) ergibt sich bei- 
spielsweise für die x-Komponente des Vektors 91 

Das von den Mazwellschen Spannungen herrührende Volum- 
int^ral formen wir auf Grund des Gaußschen Satzes um, wo- 
bei wir die aus (15) folgende Beziehui^ beachten 

und erhalten das über die BegrenzungsSäche /" erstreckte Integral 

wobei % , %, Komponenten des durch (17) bestimmten Vektors 
X sind. 

Dieser erste Term im Ausdruck von S^ stellt die a: Kom- 
ponente des statischen Momentes der an der Begrenzungsfläche 
angreifenden Flächenkraft X dar. 

Das zweite Integral im Ausdruck von, W^ hingegen hängt 
mit der x-Komponente des statischen Momentes der über das 
Feld mit der Dichte g verteilten elektromagnetischen Bewegungs- 
größe zusammen. Dieses Moment ist 

(25) 9-fdv[ti]. 

Abraham, TheoilB du raektriHtat II. S. Aufl. S 
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Wir können es, nach Analogie des ImpulBmomenteB U wäg- 
barer Maeaen (vgl- 1> S. 34), als „elektromagnetiaches Im- 
pulBmoment" bezeichnen; wir beziehen es, ebenso wie das 
Kraftmoment 91, auf einen festen Bezugspunkt, so daß r von 
der Zeit unabhängig wird. AJadann gilt 

dt ~J ""l^ vt -dt] 
Wir erhalten daher schließlich 



(26) 



:er schließlich 
M=Jrfrtr2]- 



dp 

dt 



Diese Relation entspricht Tollfeommen der Rela- 
tion (19). Sie stellt das resultierende Kraftmoment Ä 
dar als Vektoraumme zweier Glieder: des resultie- 
renden Momentes der an der Oberfläche des Bereiches 
angreifenden Fläcbenkraft % der Maxwellachen Span- 
nungen und der zeitlichen Abnahme des elektro- 
magnetischen Impulsmomentes. 

Rücken wir wieder die Begrenzungafläcbe f des Feldes so 
weit ab, daß auf ihr die Feldatärkeu gleich Null sind, so wird. 



(26 a) 



M = - 



dt 



Das resultierende Kräftepaar, welches das elektro- 
magnetische Feld anf ein Körpersystem auBübt, ist 
gleich der zeitlichen Abniihme des elektromagneti- 
Hchen Impulemomentes des gesamten Feldes. 

Da die Kräftepaare, welche die Körper infolge ihrer 
mechanischeu Wechselwirkung aufeinander ausüben, dem Prin- 
zipe von Wirkung und Gegenwirkung Geniige leisten, so ist 
die zeitliche Änderung des gesamten Impulamomentes U der 
wägbaren Massen dem resultierenden Momente der elektro- 
magnetischen Kräfte gleich zu setzen. Aus 

folgt aber nach (26a) sofort 

(27) U -I- ® = Conatans. 
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Die Summe ans dem mecliaiii sehen Impulsmomeate 

der wägbaren Körper und dem elektromagnetischen 
Impulsmomente des Feldes ist für ein abgesclilossenes 
System konstant. 

Damit haben wir auch den verallgemeinerten zweiten 
Impnlasatz aus den Grundgleichungen der Elektronen theorie 
hergeleitet. Ana ihm folgt für die Kräftepaare dasselbe, was 
aus (23) für die elektromagnetischen Wechselwirkungen der 
Körper bezüglich der Kräfte folgte: Die Kräftepaare, welche 
die Körper infolge ihrer elektromagnetischen Wechsel- 
wirkung aufeinander ausüben, widersprechen im all- 
gemeinen dem Prinzipe von Wirkung und Gegen- 
wirkung. 

Die verallgemeinerten Impulssätze (23) und (27) und die 
verallgemeinerte Enei^iegleichung (22a) sind die Grundlagen, 
auf denen die Mechanik des elektromagnetischen Feldes sich 
aufbaut. 

§ 6. Die elektromagnetlBohen Potentiale. 

Das Grundproblem der Elektron enfcheorie können wir 
folgendermaßen formulieren: Gegeben sei der Anfangs- 
zustand des Feldes zur Zeit t = und außerdem, für 
i > 0, die Lage und die Bewegung der Elektrizität, 
Welches ist das elektromagnetische Feld? Es handelt 
sich also um die Integration der Feldgleichungen (I) bis (IV), 
bei gegebener anfänglicher Verteilung der Felder 6 und §, 
wenn p und f für i > als Funktionen von Ort und Zeit ge- 
geben sind. Ist das elektromagnetische Feld bekannt, so ist 
durch (V) die elektrom^netische Kraft bestimmt, welche das 
Feld auf die Elektronen ausübt. 

Für stationäre Zustande, wo die Differentialquotienten von 
S und § nach der Zeit in (I) und (II) fortfallen, vereinfacht 
sich die Bestimmung des Feldes. Es wird das elektrische 
Feld von dem magnetischen unabhängig; das wirbelfreie elek- 
trische Feld ist durch die Quellenverteilui^ p, das quellenfreie 
magnetische Feld durch die Wirbel Verteilung I bestimmt Die 
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Integration der Gleichungen, die einerseits S mit p, andererseits 
§ mit t vertnüpfen, läßt sich in diesem Falle auf Grund der 
allgemeinen Theorie der Vektorfelder lösen, die im ersten Ab- 
sehoitte des ersten Bandes dargelegt wurde. Daa konstante 
elektrische Feld wird ans dem elektrostatischen Potentiale, daa 
magnetische Feld des stationären elektrischen Stromes aus dem 
Vektor Potentiale abgeleitet. Durch Einführung dieser Hilfs- 
größen läßt sieh die Integi^ation der Feldgleichnngen in über- 
sichtlicher Weise durchführen, wie wir im ersten Bande ge- 
sehen haben. 

Es liegt der Versuch nahe, das al^emeine Integrations- 
problem, daa jetzt vorhegt, durch Einführung ähnlicher Hilfs- 
größen zu vereinfachen. Die vierte Grund gleichung lehrt, daß 
§ stets quelleufrei ist^ vrir genügen ihr, indem wir 

(28) 0-eurl« 

setzen. Von diesem allgemeineren Vektorpotential dürfen wir 
freilich nicht verlangen, daß seine Divergenz wie diejenige des 
Vektorpotentiales des stationären Feldes (I, § 28) allgemein 
gleich Null ist. 

Die Einführung von (28) in die zweite Grundgleichimg 
ergibt 



«'-M's+^'^l-o. 



1 ^fli 
Es muß demnach 6 H — ~?t ^^ negativer Gradient eines Skalars 

^ sich darstellen lassen; darans folgt Tür 6 der Ausdruck 

1 3H 



(29) 



(S__ V*- 



e dt 



Für konstante Felder fällt der Differentialquotient von 91 
nach der Zeit fort und ^ reduziert sich auf das elektrostatische 
Potential. 

Den Grundgleichungen (11) und (IV) haben wir genügt, 
indem wir § und 6 durch (28) und (29) darstellten. Ea 
handelt sich nnn darum, den Skalar (5 und den Vektor Ä so 
zu bestimmen, daß auch die Gnindgleichungen iT} und (UI) 
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erfüllt sind. Wir erhalten &ls Bedingung liierfur die beiden 
DiffereDtialgleichnngen 

curl corl« + -^-^ + ^7 g^ = ^^^> 
— div V — - ^ div Ä = 43rp. 

Ziehen wir die RedmuDgeregeln (^) and (9) unserer 
Formelzussnunenstellung (Bd. I, S. 453) heran, so können wir 
die zweite dieser Qleichungen achreiben 

-V**-~^diT« = 4är(), 
und die erste 

Wir erfüllen beide Gleichnngen, indem wir für * und H 
die partiellen DifFerentialgleichuugen vorschreiben: 

(30) ^^ + div«^0, 

(30a) ^l^_v^* = 4«9, 

Ftlr ein Btationäres Feld werden <P and H nnabMngig 
voneinander; ^ geht in das skalare Potential des elektro- 
statischen Feldes, % in das Yektorpotential des magnetischen 
Feldes über. Die allgemeinea, durch die Differentialgleichungen 
(30, 30a, 30b) definierten Potentiale bezeichnen wir als 
„elektromagnetische Potentiale", und zwar nennen wir 
<5 das „skalare elektromagnetische Potential", V das 
„elektromagnetische Vektorpotential". Durch diese Be- 
nennni^ bringen wir zum Ausdruck, daß die allgemeineren 
Potentiale dann zur Verwendung gelangen, wenn es sich um 
einen zeitlich veräaderlichen elektromagnetischen Vorgang 
handelt, bei welchem elektrisches und magnetisches Feld durch 
die Orundgleichui^en miteinander verkettet sind. 
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Wir werden uns zunächst mit der Integration der Diffe- 
rentialgleich nngen (30a, b) beschäftigen, in denen ^ und H 
getrennt auftreten. Wir werden uns dann davon überzeugen, 
daB die erhaltene Lösung Ton (30a, h) auch (30) befriedigt. 
Wir sehen jetzt schon ohne weiteres ein, daß die rechten 
Seiten von (30a,h) nicht unabhängig voneinander sind; in der 
Tat, aus (I) nnd (III) folgt 

i3e 



(30 c) 



4i| + di.i = o. 



Diese Gleichung sagt aus, daß die pro Zeiteinheit in ein 
Volumelement eintretende Menge von Elektrizität dem Zuwachs 
der elektrischen Dichte entspricht, d. h. daß Elektriziiät nicht 
nengeschafien oder vernichtet werden kann. Diese „Kon- 
tinuitiitsbedingung der Elektrizität" iat ea, die p und ( 
miteinander verknüpft. Die Abhängigkeit der rechten Seiten 
von (30a) und (üOb) bringt es, wie wir weiter unten sehen 
werden, mit sich, daß die elektromagnetischen Potentiale der 
einschränkenden Bedingung (30) Genüge leisten. 

Wir gehen jetzt dazu über, die Differentialgleichung des 
skftJaren elektromagnetischen Potentiales zu integrieren. Bs 
ist zweckmäßig, eine neue Variable ^ 

l — ct 

einzuführen- diese ist nichts anderes, als der in der Zeit ( von 
einer Lichtwelle zurückgelegte Weg. Dann aehreibt sich (30a) 

(31) ^-V=<P = 4.e. 

Wir denken uns, zur Zeit / = 0, * und , als Funktionen 
des Ortes gegeben, also etwa 
(31a) <b=f{x,y,e) für ( = 0. 

(31b) ^f^=g{x,y,z) für ;=^0. 

Außerdem ist natürlich, für ( > 0, p als Funktion von 
Zeit und Ort gegeben. 



I 



onenthooiie. 
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I 



Es ist unser Ziel, für positive Zeiten <5 als Funktion von 
Ort und Zeit zu ermitteln; dieses Ziel haben wir erreicht, 
wenn es uns gelingt, für einen beliebigen Aufpunkt als 
Fnnktion von l zn berechnen. Wir greifen einen Aufpunkt P 
heraus und konstruieren um P als Mittelpunkt eine Schar von 
Kugeln mit dem veränderlichen Radius r. Wir verstehen unter 
da den körperlichen Winkel, unter dem das Flächenelement 
r'tlai einer solchen Kugel vom Mittelpunkte P aus gesehen 
wird. Die Funktion (P, welche der partiellen Differential- 
gleichung (31) genügen soll, ist eine Funktion von vier Vari- 
abein: r, l und zwei Winkeln; die letzteren beiden Variabein 
gehen in den Ausdruck von da ein. Die nunmehr einzuführende 
Hilfsfunktion 



(32) 



il = 



Lf 



*rfcö 



hängt mithin nur von den Variabein r und l ab; sie ergibt, 
durch r dividiert, den für eine Kugel vom Radius r berech- 
neten Mittelwert von *. Wir wollen die Gleichung (31) in 
eine partielle Differentialgleichung für il umformen. 

Wir wenden zu diesem Zwecke den Gaußschen Satz auf 
eine jener Kugeln an. Das über ihr Inneres erstreckte Integral 
von V*0 = divV3> ist diesem Satze zufolge gleich dem über 

die Oberfläche erstreckten Integral der Normalkomponente -^- 
des Vektors V*; demnach gilt 

r 

Durch Differentiation nach r folgt 
oder 



d 



r tV*0d 



a 



ß 



2f. / -^.^ 



ta 



dr 



J 



0dl 



■J 



-,r I 0dta. 



für 
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Wir erbeten also 
(32s) fjv'^äc^'i^. 

Dmdieren wir nun (31) durch 4xr and int^^eren Ober 
eine Kugelfläclie vom Radius r, so folgt 

(33) -^-J^-X{r,i), 

wo abkürzungBweise 

(33a) xir,^ = rßdm 

gesetzt ist. Da (* als Funktion von Zeit und Ort gegeben ist, 
so ist X für 1^0 und r ^ als bekannt anzasehen. Femer 
sind auf Grund von (31 a, b) 

(33b) il ^ {^ff(x,y,z)do = F(r) 

gegeben. 

Ist es gelungen, die Hilfsgleicbung (33) zn lösen, so ist 
der gesachte Wert von <i> im Mittelpunkte P der Eugelschar 
unschwer zu ermitteln. Er ist nach (32) 

(34) a>(O,0 = lim(^)- 

Das Problem, für einen beliebigen Aufpunkt zu be- 
rechnen, ist somit auf die Aufgabe zorückgefOhrt, die Hilfs- 
gleichung (33) unter den angegebenen Bedingungen zu inte- 
grieren. 

§ 7. Integration einer HUfsgleichnng. 

Die Funktionen x{r,l), F{r) und G{r) sind durch (33a, b, c) 
zwar für positive Werte von r definiert, aber nicht für negative} 
für r = verschwinden sie. Es steht uns somit frei, die De- 
finition dieser Funktionen folgendermafien auf negative Werte 
von r auszudehnen: 



; = o 

r>0 
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(35) zi-r,t) x(+r,t), 

{35a) F{-r) ^~F{+r), 

(35b) G{-r) =-G(+r). 

Auf Gnmd dieser Daten soll uan die Aufgabe behandelt 
werden, die Differentialgleichung 

(36) -3F-0;f=^z(*^'O 

zu integrieren, d. h. ß(r,Z) ßir i > und fttr beliebige positive 
und negative Werte von r zu berechnen, wenn 

(36a) Si = ¥{r)\ 

(36 b) -^-G(r}| 

gegeben sind. 

Wir erledigen die gestellte Aufgabe, indem wir das 
Riemirnnsche Integrationsrerfahren auf die nichthomogene 
partielle Differentialgleiehnng (36) anwöhden.*) 

Wir denken uns die unabhängigen Veränderlichen r und % 
als Abszisse und Ordinate aufgetragen. Die Anwendung des 
Stokessohen Satzes auf ein beliebiges Flächenstäck der 
(r, i)-Ebene ergibt 

Dabei stellt 3 einen zunächst beliebigen Vektor dar. Das 
Int^al znr Linken ist fiber das betreffende Fläcbenstück, das 
Integral zur Bechten über die Begrenzungakurve zu erstrecken, 
derart, daß der Umlaufssinn einer positiven Drehung um die 
dritte, der r- und I-Achse sich zuordnende Achse eines rechts- 
händ^en Koordinatensjstemes entsprechen würde. Wir setzen 



•) Tgl. hierzu Biemwin- Weber, Die partiellen Diffecentialglaichtmgen 
der matbematischen Physik. Brannschweig 1901. Bd. II, g 90, 3.224fi- 
A. Sommerfeld, Enzyklopädie der mathem. Wiaseiiaoh. IIA. Art. 7c. Nr. 13. 
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und erhalten 

(37) jjdrrfZ(g^-g^,j=jd.{-g^3^+3^^^J. 

Wir wenden diese 
Formel aaf ein gleich- 
schenkliges Dreieck 
ABC an, dessen 
Grundlinie AB auf 
der r- Achse li^t, 
während die Spitze C 
auf der Seite der po- 
sitiven l gelten ist 
(vgl. Abb. 1). Es seien 
a, J) die Abszissen 
der Punkte A, B. Die Winkel der Schenkel AC, SC mit 
der Grundlinie seien gleich einem halben Kechten, so daß 




(37a) 



r — l = a die Gleichung der Geraden A C, 



r +l^b 



BC 



ist. Alsdann ist längs A C 



hingegen längs BC 



dr 
da" 



dl 






dl 
da' 



Anf AB aber ist 






da 



1, und, nach (36b), ^- (?(r). 



Es ist daher 

B 



O C 

A J. 
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FoIgUch wird die rechte Seite von (37) 

fG(r)dr + £i^ + £is- 2ßc. 

Veretehen wir jetzt unter r, l die Koordioateo des Punktes C, 

^« '"^ Sic = ß(r, l) 

die gesuchte Funktion. 

Der Punkt A hat nach (37 a) die Koordinaten 
a — r — l,0, 
der Punkt B hingegen die Koordinaten 

b = r + l,0. 
AuB (36a) folgt daher 

Sl^ = a{r-l,0) = F(r-l), 
SiB=Sl(r + l,0) = F(r + t), 
und es ist die rechte Seite von (37) zn schreiben 

fG-(r)dr -\- F{r -r) + F{r + l)- 2ß{r, l) . 

r-l 

Die linke Seite aber wandelt eich, durch Einfahrung der 
partiellen Differentialgleichung (36), in das über das Dreieck 
ABC erstreckte Fläcbenintegral der Funktion ~x{r,T) um. 
Es wird also schließlich 

r+l 

(38) 2£l{r, l)~F(r-T) + F(r + 1) +fG(r)dr +ffx(r, l)drdl. 

r-l ABC 

Damit ist die Integration der Hilfsgleichung (36) in all- 
gemeinster Weise durchgeführt. 

Die Funktionen F{r), G{r), xC^tO ^*'^'i zunächst nur für 
positive Werte von r gegeben. Auf negative Werte dieser 
Variabein wurde ihre Definition durch die Gleichungen (35, 
35a, b) ausgedehnt. Wir können daher schreiben 

F(r-T)~-F(l-r), 

r+l r+l i-r i+r 

fG{r)dr =fG{r)dr -fG(r)dr -fG{r)dr. 



r-l I-r 
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Was aber dHfi Aber (los Dreieck ABC der Abb. 1 erstreckte 
Flüchen intf^rnl Htibeloü^t, bo int dasi^elbe nscb (35) 

j'fx{r,r)drdl ^J'fx{r,l),lrUl -ffz(r,l)drdl. 

ABi: "HCl' <iKii 

Dabei int OK]) dait Dreieck, welches dem auf der Seite 
der negativen r gelegenen Teile OAX) des Dreieckes ABC 
H[)iegelbildlicb (in bezog auf die /-Achao) entspricht. Es bleibt 
also Hchlieülicb nur das Über den Streifen BCDE erstreckte 
Integral von x(r,l) übrig: 

ffx{r,T)ärdl^ffx{r,Ddfdl. 

ABC KVIlf: 

Demnach erbalten wir ^^^ 

(38a) ^';-^^^'' + ^'-^^'-^-' + ;-/G(Orfr 

J-r 

+ lffx(.r,t)drdl. 

BUDE 

Der Limes, dem dieser Ausdruck mit Terschwindendem r 
Kustrebt, bestimmt nach (34) den gesuchten Wert des skalaren 
Potentiales im Aufpunkte. 

Der Grenzwert der beiden ersten Glieder ^t sich sofort 
angeben; es ist 

(38b) limj^" + ''T^^'?)=J"(0, 

J + r 

(38c) limf ■ /'G(r)rfr = (?((). 

Was aber das dritte Glied anbelangt, so ist zu beachten, 
daß r die Abszi^e des Punktes C in Abb. 1 ist. Dem Grenz- 
übergang zu verschwindendem r entspricht ein Hereinracken 
des Punktes C in die i-Achse, wobei OB = l wird. Ist X die 
Abszisse eines Punktes der Geraden CB, so ist in der Grenz- 
It^e seine Ordinate gleich (l — A). Folglich gut in der Grenz- 
lage des Dreieckes für die Punkte der Geraden CB 
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Zq einem dieser GertHlen anliegendeii schmalen Streifen 

von der Breite CD = r ■ y^ wird mit Terschwindendem r das 
Gebiet BCDE, über -welches das Flächenintegral in (38 a) zu 
erstrecken war. Wir erhalten demnach 

B 

dabei stellt ds ein Element der Geraden OB vor, die unter 
45" gegen die Äbszissenachse geneigt ist; die Variable X aber 
war die Abszisse der Punkte von CB. Demnach ist 

ds = dk-y2, 
nnd es wird 

(38d} Imf^ ■ffx(r,l)drdl ^JdH{K l-l). 



BGD£ 



Die Grenzwerte {38b, c, d) der drei Glieder in (38a) zu- 
sammenfassend, erhalten wir 

Der Wert der gesuchten Funktion ^ in dem Au^uukte P 
wird daher, mit Rücksicht auf (33a) und (34), 

(39) «(0,0 = -F"(0 + G(0 +fidafdmQ(l, l-l). 

ö 

Nanmehr haben wir die Integration der fOr das skalare 
elektrom^^etische Potential geltenden partiellen Differential- 
gleichung (31) durchgeführt.*) Die Funktionen F und G be- 
stimmen sich, gemäß (33b, c), aus den gegebenen Anfangs- 

werten (31 a, b) von (& und -^ ■ Die beiden ersten Glieder von (39) 



•) Die gegebene Äbleitnng BchUeßt weh an die von H. Weber tOx 
den Fall q ^ angewandte Methode an. Vgl. Biemann -Weber I. c 
Bd. H, g ISO, 8. 802fF. und M. Abraham. Acc. dei Linoei (6) 14», S. 7, 1905. 
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formulieren deniDach den Einfluß des Anfangazustandea, während 
das dritte Glied ausgewertet werden kann, wenn die Elektrizitäts- 
verteilung in ihrer Abhängigkeit Ton Zeit und Ort gegeben ist. 



§ 8. Die Fortpflanzung elektromagnetiBOher StönmgeiL 

Die Formel (39) löst die partielle Differentialgleichung 
f30a); sie bestimmt das ekalare elektromagnetische Potential (P, 

wenn die Änfangawerte von <P und -:r- bekannt sind, und 

wenn weiterhin die Dichte p der Elektrizität als Funktion der 
Zeit gegeben ist. Die Differentialgleichung (30b) für das 
elektromagnetische Vektorpotential Ä atimmt mit (30a) formal 
überein. Wir könnten sie mithin in ganz entsprechender Weise 

lösen, wenn die Anfangswerte von H und y- bekannt wären, 

und wenn weiterhin die Verteünng des Konvektions Stromes I 
als Punktion der Zeit gegeben wäre. Es bliebe, um die so 
erhaltene Lösung für das im Eingänge des § 6 aufgestellte 
Problem nutzbar zu machen, nur noch übrig, anzugeben, wie 
der Anfangszustand des Feldes mit den Anfangswerten der 
elektromagnetischen Potentiale und ihrer zeitlichen Änderungen 
verknüpft ist. 

Wir wollen indessen, um uns nicht in Allgemeinheiten 
zu verlieren, Über den Anfangszustand des Feldes eine ganz 
bestimmte Voraussetzung machen. Wir wollen annehmen, zur 
Zeit t = sei im ganzen Räume das Feld ein elektrostatisches 
gewesen. Das elektrostatiacbe Feld ist durch die Verteilung 
der ruhenden Elektrizität bestimmt. Es kann daher die zu 
lösende Aufgabe jetzt folgendermaßen ausgesprochen werden: 
Gegeben sei die anfängliche Verteilung der ruhenden 
Elektrizität, und weiterhin die Verteilung der Elek- 
trizität und des Konvektionsstromes. Welches ist der 
Verlauf der elektromagnetischen Störung? 

Für das anfangs herrschende elektrostatische Feld geht 
das skalare elektrom tibetische Potential in das elektro- 
statische Potential y über. Wir wollen sehen, was die Formel (39) 



IFT= 



§8. 
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fiir den Fall ergibt, daß das zur Zeit i = bestellende elektro- 
statieclie Feld auch weiterhin bestehen bleibt. Alsdann ist 






cdt 



0, 



und es ist, nach f31b) und (33c), die Funktion G(r) identisch 
gleich Null. Die Funktion F{r) aber wird, nach (31a) und 
(33b}, in diesem Falle gleich dem über die Kugel mit dem 
Radius r erstreckten Integrale 



demnach wird 






dr 



da. 



\ 



Endlich ist die elektrische Dichte (t von der Zeit un- 
abhängig, und daher ist q(1,1 — V) = q (i, 0) zu setzen. 

Die Formel (39) zeigt nun, wie man den Wert des skalaren 
Potentiales, zur Zeit t, in irgendeinem Aufpunkta P zu be- 
rechnen hat: man konstruiere um P eine Kugel mit dem 
Radius / = ct. Man setze in F' (r) und G {r) an Stelle von r 
jetzt l, d. h. man berechne den Wert dieser Integrale für die 
Kugel vom Radius (. Endlich füge man das über das Innere 
der Kugel zu erstreckende Integral hinzu, zu dem die mit 
Elektrizitiit erfüllten Volumelemente Beitriige liefern. Für das 
elektrostatische Potential ei^ibt sich auf diese Weise 

(40) y (0, l) =:^j'd^ (^)_, +Ji-nJdme{X, 0). 



Da das elektrostatische Potential von der Zeit unabhängig ist, 
so muß die rechte Seite der Gleichung denselben Wert ergehen, 
welches auch der Radius l der Kugel sein mag. Wir können 
die Gleichung (40), nach Einführung des Fläehenelementes 
df—r'dm und des Volum elementes dv = X'dldia — r*drdiOf 
schreiben 

(40a) W0,!) = i/-^^{5 + i',:|+/^. 
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Sie drBckt den Wert des elektrostatischen Potentiales im 
Mittelpunkte einer beliebigea Kugel aoa als Summe eines aber 
ihre Oberfläche und eines über ihr Inneres erstreckten Inte- 
grales. 

Wir wollen noch zeigen, daß diese Formel mit den auf 
anderem Wege in der Theorie des wirbelfi«ien Vektorfeldes 
erhaltenen Beziehungen fibereinstimmt. Wir knüpfen dabei 
an die in Bd. I, § 23 angewandte Methode an, welche 
sich auf den Greenachen Satz (I., GL 76, S. 61) ßtflfcrt. Es 

wurde daedbst ^ — — gesetzt, und der Greensche Satz aledanu 

auf ein Gebiet angewandt, das einerseits von einer kleinen, 
den Anfponkt P eiBachließenden Kugel f^, andererseits von einer 
beliebigen Fläche f begrenzt war. Die Anwendung des Green- 
sehen Satzes auf dieses Gebiet ei^bt: 



Als Grenzwert des ersten Gliedes bei Terschwindendem RadioB 
der Kugel ^ ei^b sich in I, § 23 der Wert — ix(pa, während 
das Volum integral gleich 

war. Wir erhalten mithin 



dvg 



(40b, ^.=i-y;/-|iu_4|+y^ 

Lassen wir die F^he f mit einer Kugel um P zusammen- 
fallen, BO ist Differentiation nach n äquivalent mit Differentia- 
tion nach r; es geht dann {40b) in (40a) über. Damit haben 
wir die Formel {40a), die sich hier durch SpeziaÜBienrng der 
allgemeinen, fUr das elektromagnetische Potential ^ geltenden 
Formel {39} ei^b, auf einem unahlrnngigeo Wege hergeleitet. 
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Die Formel (40) stellt das elektrostatische Feld dar, welches 
ZOT Zeit t = herrscht. Ein magnetisches Feld soll zur Zeit 
t = nicht vorhanden sein. Es ist demnach zur Zeit ( = 0: 

* = ,p, a = o. 

Was aber die Anfangswerte der Ableitungen von <P und Ä 
nach der Zeit anbelangt, so folgt ans (29), da ja für 



sein soll, daß für 
ist. 



^ 



0> 
9* 



^-0 



Der Anfangswert von -^ aber ist so zu wählen, daß zur 



St 
Zeit ( — die Relation (30) erfüllt ist. Dies ergibt, für 

^ = 0, 



dt '■'■ 



Auf Grund der Anfangsbedingungen 

(41) ^^(p, 11 = für i = c(=0 
ergibt die Grundformel (39): 

(42) 0(0,0 = ^Jd-f37)_,+ ArfAjda.p(A,i-X) 

als Wert des skalaren elektromagnetischen Potentiales. 
Das erste, vom Anfangszustand allein abhängige Glied ist 
identisch mit dem im Ausdrucke (40) des elektrostatischen 
Potentiales auftretenden; das erklärt sich daraus, daß die An- 
fangsbedingungen (41) mit denen des elektrostatischen Feldes 
übereinstimmen. Der Unterschied gegen (40) liegt in dem von 
der Elektrizitäts Verteilung abhängigen Volum integral. Dort 
war auf der Oberfläche einer Kugel vom Radius 1 die durch 
e(i, 0) gekennzeichnete anfängUche Dichte der Elektrizitäts- 
verteilung in Rechnung zu ziehen, die ja weiterhin nicht ab- 
geändert wurde. Wir könnten dort, im Ausdrucke (40') des 
eiektrostatischea Potentiales, mit demselben Rechte an Stelle 
Ton p(i, 0) die gleichzeitige, zur Zeit t im Abstände A vom 
Aufpunkt herrschende räumliche Dichte p (i, l) verstehen, oder 

AtirshsD, Tbeoilo dar Elektniitat. II, I.Aufl. 4 



50 Enter UMchuitt Feld Tud Bewegnng eintelnpr Elektronen, g 8. 

auch die räninlielie Diclil:« in ii^endeinem, dem ZeitinterrsUe 

von ^ = bis t ^ angehörenden Zeitpunkte; denn ia diesem 

Zeitintervalle sollte die anfängliclie Dichte p (X, 0) bestehen 
bleiben. Hier, im Ausdrocke i42) des elektromagnetischen 
Potentiales, hingegen handelt es sich um eine zeitlich ver- 
änderliche ElektrizitätsTerteilong; es ist, auf der Oberfläche der 
Kngel vom Radins k, die durch g{X,l — l) gekennzeichnete 
Dichte in Rechnung zu ziehen, d. h. diejenige, welche zur Zeit 

— — —t auf jener Kugelfläche herrschte. Es kommt für 

das Feld, welches im Äufpunkte P zur Zeit ( erregt wird, nicht 
die gleichzeitige Elefctrizitäts Verteilung im ganzen Räume in 
Betracht, sondern für jede der Kugeln diejenige elektrische 
Dichte, die daselbst zn einer um 

(42a) T = I 

znrückliegenden Zeit bestanden hat. Der zur Zeit ( — r ent- 
sandte Beitrag trifft zur Zeit t im Äu^unkte ein. Wir können 
t als „Latenszeit", X als „Latensweg" bezeichnen. Es folgt 
das wichtige Ergebnis: Die durch Abänderung der elek- 
trischen Dichte erregte elektromagnetische Störung 
pflanzt sich nach allen Seiten mit der Geschwindig- 
keit c im Räume fort. 

Wir erhalten das skalare elektromagnetische Potential des 
dorch Abänderung der Elektriziiätsverteilung erregten Feldes, 
indem wir das elektrostatische Potential (40) des anfänglichen 
Feldes von dem akalaren Potentiale (42) des abgeänderten 
Feldes subtrahieren: 

(43) ^(0,l)-<p{(i,l)=fidxfdo,{p{X,l-X)-if(l,0))- 

ö 

Was aber das elektromagnetische Vektorpotential anbelangt, 
60 entsprechen, wie wir oben gesehen haben, dem angenommenen 
Anfangs zu stände die Anfangsbedingungen 

« = 0, ^ = für i=^ci = 0. 



PT" 



§8- 
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Da nun die Differentialgleichung (30 b) formal der Gleichung 
f30a) durchaus entspricht, so erhält man die Komponenten dea 
Vebtorpotentiales H, indem man in (39) p durch die Kom- 
ponenten des Konvektionsstroraes t ersetzt und, bei der Aus- 
wertung von i-' und G gemäß ("Sab, c), f(xye) und g{xye) 

durch die Änfangswerte der Komponenten tou ä und -^ ersetzt. 

Unter den obigen speziellen Anfangsbedingungen nun ver- 
schwinden die so berechneten Funktionen F und identisch, 
und es wird 



(44) 



■ 

%{0,l)=^ j\dlj'dai{k,l-l). 



Aus den durch (43) nnd (44) bestimmten elektro- 
magnetischen Potentialen ?PundÄist, gemäß (28) and (29j, 
das elektromagnetische Feld zu berechnen, welches 
durch die Abänderung der Elektrizitätsverteilung und 
durch den diese Abänderung begleitenden Konvektiune- 
Btrom erregt wird. 

Um den Beweis, daß die erhaltenen Lösungen der par- 
tiellen Differentialgleichangen (30a, b) Integrale der Feld- 
gleichungen I bis IV ergeben, zu Ende zu führen, bedarf es 
nur noch dea Nachweises, daß die Gleichung (30), die <p und 
M miteinander verknüpft, wirklich besteht. Das ist in der Tat 
der Fall, falls stets und überall die Kontinuitätsbedingung der 
Elektrizität (30e): 

(45) 



|f + div( = 



erfüllt ist. 

Um dies zu zeigen, differentiieren wir zunächst |43) nach 
(; da q5(0, i), der Wert des elektrostatiachen Potentiales in 
einem festen Aufpunkt, von der Zeit unabhängig ist, bo gilt 

d<f (0, Q 



dl 



0. 



Die rechte Seite von (43) hängt in zwiefacher Weise von l 
jab; erstens insofern, als l die obere Grenze des nach i. ge- 
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nommeneD Integrales iat, zweitens dadurch, daß, für einen 
bestimmten Punkt des Kaumes, p von l abhängt. Die Differen- 
tiation nach der oberen Grenze ergibt: 

Es bleibt also nur der durch Differentiation des q entstellende 
Ausdruck übrig 



Bei der Differentiation nach l war der Äufpunkt JP fest- 
zuhalten. Bei der Differentiation nach den Koordinaten ist der 
Aufpunkt, und mit ihm das ganze Kugelsystem, zu verschieben. 
Bei Berechnung dea Beitrages, den ein in dem Kugelsystem 
fest zu denkendes Tolnmelement zum Werte von Ä, im Anf- 
punkte liefert, ist der Wert von !^ iu Rechnung zu ziehen, 
der in dem Mittelpunkte des jeweils gedeckten Volumelemeutes 

des Raumes zur Zeit herrschte. Wird nun P um dx 

c 

parallel der a;-Achae verschoben, so ist zugleich das ganze 
KiigelBystem zu verechiehen. Das im Kugelsystem feste Volum- 
element deckt jetzt ein anderes Volumelement des Raumes, 
und es ist der Wert von t^ in dessen Mittelpunkte zur Zeit 

in Rechnung zu ziehen, d. h. ein um -^ dx größerer 

Wert als vorhin. So ergibt sich 

(45b} diva=pdA|dra[diTf}j,,_i. 

5 

Addieren wir die durch (45a, b) gegebenen Werte von 

-^ und divtl im Anfpunkte P, so erhalten wir 

i 

(45c) ^ + divM ^fkdxjdioll] + <üvl)^_^_^. 



Die Relation 



(46) ^ + div ffl = 
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erweist sich demnacli zur Zeit t als erfüllt, falls die 
bewegte Elektrizität bis zur Zeit f überall der Kon- 
tinuitätsbedingung (4:5) Genüge geleistet hat. 

Aus den Entwickelungen des § 6 folgt nun obne weiteres, 
daß die aus den elektrom^netisclien Potentialen $, 9t gemäß 
(28) und (29) abzuleitenden Vektoren % ^ wirklieh den Feld- 
gleichungen I bis IV Genüge leisten. Die Gleichungen (43) 
und (44) lösen das Problem, welches uns jetzt beacbäftigt. Sie 
bestimmen die Störung des ursprünglichen elektrostatischen 
Feldes, wenn die anfängliche Verteilung der ruhenden Elek- 
trizität und weiterhin ihre Bewegung gegeben ist. 

Wir können die Lösung noch auf eine andere Form bringen, 
indem wir den Hilfsvektor einführen; 



(47) 



tf = ftdl = cj'tdt . 



Wir tragen der Kontinuitätshedingung (45) Rechnung, 
indem wir achreiben: 



1 i 

divq = rdivldi = - Tg^rfi^- {p,- 



Qol 



Eb gibt also der Vektor q durch seine negativ genommene 
Divergenz 
(47 a) -divq = p,-po 

den Überschuß der jeweiligen elektrischen Dichte über die 
anfängliche Dichte an, während seine Ableitung nach l 

(47 b) ^'' 



dl 



= f 



die Dichte des Konvektionsatromes darstellt. Diese beiden 
Großen waren es, welche in (43) und (44) auftraten. 

Bestimmen wir jetzt einen neuen Vektor ^ folgendermaßen: 

(48) 3(0,/) ^ßdifdcö^ (i, l - A), 



80 gelangen wir durch Bildung der negativen Divei^enz bzw. 
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der zeitlichen Ableifning zu (43) und (44) auriick. In der 
Tat, differentiieren wir nach l, so erhalten wir zwei Glieder 

I 

daa erste Glied ist gleich Nnll, weil, nach (47), q filr 1 = 
verschwindet. Nach (44) und (47 b) folgt demnach 



(48a) 



38 

Vi 



Bildet man andereirseits die Divergenz von 3 gemäß den 
bei der Ableitung an (46b) angegebenen Regeln, so folgt, mit 
Rücksieht auf (43) und (47 a), 

(48b) O-q, div3. 

Der Vektor Q stellt ein den elektromagnetischen Potentialen 
<3>, Ä übergeordnetes Potential dar. Die Beziehungen (48a,b) 
lassen sofort erkennen, daß die Relation (46) allgemein erfüllt 
ist. Wir wollen 3 den „Hertzschen Vektor" nennen; wie 
wir im nächsten Paragraphen sehen werden, erhalten wir näm- ' 
lieh durch Spezialisierung des durch (48) definierten Vektors 
die sogenannte „Hertzsche Punktion", durch deren Ableitungen 
zweiter Ordnung nach der Zeit und nach den Koordinaten daa 
elektromagnetische Feld eines Dipols sich darstellen läßt. Aus 
(48a,b) in Verbindung mit (28) und (29) ergeben sieh zwischen 
den elektromagnetischen Vektoren und dem Hertzschen Vektor 
die Beziehungen: 
(48c) 



^ = c.rl^, 



(48d) 



-So' 



Vdiy3--p. 



Hier stellt 6^ das ursprüngliche elektrostatische Feld vor. 
Die Formeln (48c,d) stellen den Verlauf einer be- 
liebigen elektromagnetischen Störung mit Hilfe des 
Hertzschen Vektors dar. 

Wir haben bisher immer die anfängliche Verteilung der 
ruhenden Elektrizität als gegeben angenommen. Man wird, 
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I 



um sicher zu sein, daß die Energie und der Impuls des elektro- 
magnetischen Feldes endlich sind, meist von einem elektro- 
atatiaehen Anfangszuetande ausgehen. Unter Umständen kann es 
indessen vorkommen, daß dieser Änfangszu stand bereits sehr 
weit znriickliegt, und daß seine Kenntnis daher für das Feld 
in endlichen Entfernungen von dem Elektron ensystem nicht 
von Belang ist. In diesem Falle wird man wünschen, die 
Formeln von dem elektrostatischen Potentiale ip zu befreien. 
Liegt der Anfaugszu stand so weit zurück, daß die Kugel, 
die um den Aufpunkt P mit dem Radius l = et geschlagen 
ist, die gesamte Elektrizität des ursprünglichen elektrostatischen 
Feldes einschließt, ao ist das elektrostatische Potential im Auf- 
punkte 



(49) 



q,(0,r} =ßdxfclmQ{X,0). 

t-' t' 



Denn, da außerhalb der Kugel l in dem elektrostatischen Felde 
sich keine Elektrizität befindet, so ist diese Formel dem Sinne 
nach völlig identisch mit 



(49 a) 



ip(o,r)=ßdxßo3Q(}L,o), 



was wieder nur eine andere Form des in Bd. 1, § 23 für das 
elektroata tische Potential erhaltenen Ausdrucks (83) 






(49b) 

fist. 

Soll das Feld zur Zeit t = wirklich durchweg ein elefctro- 
statiacher sein, so darf vor diesem Zeitpunkte die Elektrizität 
sich nicht bewegt haben. Es ist dann zu setzen 

Q(r,l)^(,{r,0) für l<0 
und daher 

g(l,l - A) - e(A, 0) für l>l. 

[ kann demnach in (4H ) ohne weiteres als obere Grenze X = ao 
l gesetzt werden, ohne den Wert der rechten Seite zu 
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ündem. Demnacb folgt, mit Rflcksiclit auf (49a) als Wert des 
skalaren elektromagnetiscben Fotfintiales: 

(50) * -fkdxfdroß (k, l - X). 



Andererseits ist, da za negativen Zeiten die Elektrizität 
sich nicht bewegt )iat, 

l(r,0-0 für l<0 
and daher 

t(X,l~X)='0 für X>1. 

Es kann somit auch in (44) die Integration ohne weiteres bis 
zur oberen Grenze X ^ oo ansgedehnt werden; man erhält dem- 
nach ale Ausdruck des elektromagnetisches Vektor- 
potentiales: 

(50a) a ^fxdxfde>t{X,l- X). 



Diese Formeln für die elektromagnetischen Potentiale ent- 
halten keine Beziehung zur anfänglichen Verteilung der EUek- 
trizität. Sie gestatten folgende anschauliche Deutung: 

Man denke sich um den Aufpunkt eine Eugel mit dem 
Tenlnderlichen Radius X geschlagen. Diese Eugel soU sich 
mit Lichtgeschwindigkeit kontrahieren, derart, daß sie zur 
Zeit t im Aufpunkte eintriffl;. Zur Zeit t — t ist ihr Radius 
CT >— X. Diese Kugel fegt nun gewissermaßen das Feld ab. 
Wo sie Elektrizität und KooTektionsstrom antrifiPt, da fängt 
sie die Beiti%e ab 

(51) d0 =- ldxJdmQ{X,l- X), 

(51a) d« = Xdxfda,t{X,l - -l), 

welche nach Durchlaufimg des Latensweges X im Aufpnnkte 
eintreffen. Es ist demnach für jedes Yolumelement des Raumes 
diejenige Dichte der Elektrizität und des Konvektionsstromes 
in Rechnung zu setzen, welche die Kugel auf ihrem Wege an- 
trifft; die Division durch den Kugelradius ergibt den Beitrag 
zum skalaren und zum Vektorpotentiale. Diese Beiträge eilen 
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mit Lichtgeschwindigkeit fort. Die Zusammensetzung aller 
Beiträge, d. h. die Integration nach X, ergibt die Werte der 
elektromagnetischen Potentiale im Aufpunkte, gemäß den 
Formeln (ÖO, 50 a). 

Wir können diese Formeln auch schreiben 



(51b) 
(51c) 



* 






Dabei sind die Integrationen über den gesamten Raum 
auszudehnen, ebenso wie in der Formel (49b) für das elektro- 
statische Potential. Der Unterschied liegt nur darin, daß nicht 
die jeweilige Dichte der Elektrizität und des Konvektions- 
stromes in Rechnung zu setzen ist, sondern, wie der Index 

t anzeigt, diejenige Dichte, welche zu einem um die 

Latenszeit t = ^ früheren Zeitpunkte in dem betreffenden 

Volumelemente herrschte. 

Die Potentiale (51b, c) sind von H, Poincare, E. Beltrami, 
V. Volterra, H. A. Lorentz, T. Levi-Civitä and anderen Forschern 
angewandt worden. Meist werden sie dem elektrostatischen 
Potentiale (49b) als „retardierte Potentiale", d. h. ver- 
spätete oder verzögerte Potentiale gegenübergestellt. 

Die in (50, 50a) gegebene Darstellung der elektro- 
magnetischen Potentiale durch einfache Integrale 
über den Latensweg, auf die wir hier unmittelbar 
geführt wurden, wird sich für die Ermittelung des 
Feldes bewegter Elektronen als besonders geeignet 
erweisen. 

Die Formel (48) für den Hertzschen Vektor können wir 
gleichfalls, wenn der Anfangszustand hinreichend weit zurück 
liegt, anf die Form bringen 



3 = 



id(0(\{i.,l~X) 
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und körmen sie, ähnlich wie (50) und (ÖÜa), durch Betrachtiing 
der auf den Äuipunkt hin mit Lichtgeschwindigiteit sich kon- 
trahierenden Kugel anachaulich deuten. Wir können sie auch 
auf die zu (51b, c) analoge Form bringen 



(51 d) 



3=/? 



, 

e 



Zweites Kapitel. 
Die Wellenstrahlun^ einer bewegten Punktiadung. 
§ 9. Elektro magnetisch ea Modell einer Li cht (quelle. 

Die Entwickelimgen des letzten Paragraphen halten uhb 
gezeigt, daß der Raum die elektromagnetischen Wellen zwar 
fortpflanzt, daß aber in dem leeren Räume elektriBi'he Störungen 
nicht entstehen können. Die Quellen der elektromagnetischen 
Störungen liegen in der bewegten Elektrizität. Da wir nim 
das Licht als elektromagnetische Wellenstrahlung zu betrachten 
gelernt haben, so werden wir zu dem Schlüsse geführt, daß 
im Innern der licbtemittierendeu Moleküle die Elektrizität in 
Bewegung begriffen ist. Das einfachste denkbare elektromagne- 
tische Modell einer Lichtquelle erhalten wir, wenn wir ein 
einziges Elektron um seine Gleichgewichtslage schwingend an- 
nehmen. 

Auf Grund der allgemeinen Ansütze des vorigen Para- 
graphen können wir das elektromagnetische Feld eines behebig 
bewegten Elektrons bestimmen. Wir wollen indessen das vor- 
liegende Problem zunächst unter gewissen Einschränkungen 
behandeln, Einschränkungen, die wir dann in den folgenden 
Paragraphen wieder beseitigen werden. Wir wollen in Betracht 
ziehen, daß die Bewegung des lichtaussendenden Elektrons nur 
auf molekulare Bereiche sich erstreckt, daß also seine Ent^ 
femung aus der Gleichgewichtslage klein ist gegen diejenigen 
Entfernungen, in denen man das entsandte Licht wahrnimmt. 
Ferner soU die Geschwindigkeit des Elektrons als klein gegen 
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die Lichtgeacliwiudigkeit angenommen werden. Die Glei- 
chnug (51 d) des vorigen Abschnittes führt uns in diesem Falle 
ohne weiteres zum. Ausdriii:ke des HertzBchen Veiitors. Es 
kommt auf den Wert des, gemäß (47) und (10) beetimmten 
Vektors / , 

ti = cl'tdt = ßbät 

D U 

zur Zeit t an; da diese Zeit, wie anch der Abstand r vom 

Au^ujikte, unter den gemachten Einschränkungen für alle 
Punkte des Elektrons den gleichen Wert hat, so wird, wenn 
wir uns das Elektron als Ganzes verschoben denken, die 
Elongation , 

ja dt zur Zeit t ~ — 



für alle Punkte des Elektrons merklieh die gleiche sein. Setzen 
wir nun abkürz ungs weise für das Produkt aus Ladung und 
Elongation den Vektor p: 



(52) 



1 

eßdt = p(r), 



indem wir. statt der Zeit (, den Lichtweg cf als Unabhängige 
einführen, so ergibt die Integration über das Volumen des Elek- 
trons, gemäß (51d), als Ausdruck des Hertzschen Vektors; 

P(l-r) 



(52 a) 



3 = 



Wir wollen voraussetzen, daß zur Zeit i = das Elektron 
in seiner Oleichgewicbtslage sieb befindet, und daß dann das 
Molekül kein elektrostatisches Feld erregt. Alsdann ist in (48 b) 
das anfängliche elektrostatische Potential rp gleich NuU zu 
setzen, und es wird das skalare elektrom^fnetisclie Potential 



t52b) 



* 



= -dH'-t') 



Bei der Berechnung der Divergenz des Produktes aus dem 
Skalar — imd dem Vektor p ist die Pormel (t) der Zusammen- 
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stelliiiig iii Bd. I, ö. 463 heranzuziehen, und es ist zq beachten, 
daß das Argatoent von |i die Eotferunng r enthält; es wird 



(52c) 



wo 



(P = 



= _(p((_,),V„-^) + i(ii(i-r),7,r), 



,(0 = ^>=^ 



die elektromagnetiach gemessene Stromstärke des Strom- 
elementes ist, welches das bewegte Elektron darstellt. Dieselbe 
geht auch in den aus (48a) folgenden Ausdruck des elektro- 
magnetischen Vektorpotentiales ein: 

(52d) a^fci^. 

Das erste Glied in (52 c) ist ganz analog gebaut, wie der 
Ausdruck für das Potential einer Doppelquelle (Ed. I, Gl. 81, 
S. 66), vom Momente )f(l — r). Dieses Glied kommt in der 
Nähe des Erregungszentrums ausschließlich in Betracht; das 
sieht man sofort ein, wenn man 



(52e} 



V.r = t., v/^ = -^..r, 



setzt und dabei unter r^ einen Einheitsvektor versteht, welcher 
der Richtung nach mit dem vom Erregungszentrum nach dem 
Aufpunkte hin gezogenen Radiusvektor t übereinstimmt; dann 
wird 

(52f) * = J,(t„>(i-.))+;(t„i.(i-r)). 

Eh entsteht nun weiter die Aufgabe, aus den elektro- 
magnetischen Potentialen die Vektoren 6, ^ abzuleiten. Wir 
ziehen es vor, statt diese durch Vektorkalkiil zu berechnen 
eine Komponenteuzer legung vorzunehmen, erstens, weil so die 
Größenordnung der verschiedenen Glieder sich besser über- 
sehen läßt, und zweitens, weil dabei die Beziehung imserer 
Ent Wickelungen zu der grundlegenden Arbeit von Heinrich 
Hertz ^**) deutlicher hervortritt. Wir berechnen den Beitrag, den 
die ^-Komponente des Vektors p zum Felde liefert; führt das 
Elektron Schwingimgen parallel der s-Achae aus, ao stellen die 
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betreffenden Anteile der Feldstärken bereits vollständig das 
Feld dar. Der Hertzsobe Vektor geht in die Funktion 



(53) 



3.^^-^ 



über, die Hertz mit JI bezeichnet bat, und die von mancben 
Autoren die „Hertzsehe Funktion" genannt wird. Aus ihr 
sind die Komponenten der Feldstärken gemäß (48 c, d) ab- 
zuleiten. Es ist 



(53 a) 

(53b) 



3'3. 

dySV 



6 ?!^ 

^P" dxdl' 



3'8, 



3'3, 



S'$. 



de' 






Die Ausführung der Differentiationen ergibt 



(53c) 



9.- -u- +P. 






r" 

iyz 



+ h 



Sxs 



3yZ 



X2 



+ 1". ■ r? 



+ h 



y 



3e' 






(53 d) 



y 



V 



©s' = + *. V + *■ ■ r" 



Dabei sind es die Werte von |i„ -*,' und -^ für den 
Argumentwert (i — *■), die für das Feld im Aufpunkte in Be- 
tracht kommen. Dieses Argument braucht jetzt, als selbst- 
verständlieh, nicht mehr in den Formeln zum Ausdruck ge- 
bracht zu werden. 

Führt das Elektron in der Lichtquelle einfach harmonische 
Schwingungen aus, so daß etwa in (53c, d) 



1i. = 68in?f(i-r) 
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zu setzen ist, so Terhalten sich die Amplituden der drei Glieder 
z. B. im Ausdrucke der KompoDenten von K wie 

X 



1: 



'ay 



Es ist demnacli, wenn die Entfernung vom lieh tau s sendenden 
Molekül klein gegen die Wellenlänge des entsandten Lichtes 
ist, nur das erste Glied zu berücksichtigen. Dort, wo man 
die Lichtstrahlung heobachtet, ist im Gegenteil 2nr groß gegen 
A; hier hängt 6 — und dasselbe gilt von dem magnetischen 
Vektor p — nur von p ab; die Feldstärken nehmen hier, 
wenn die Welle sich immer weiter ausbreitet, umgekehrt pro- 
portional der Entfernung vom Wellenzentrum ab. Das Gebiet, 
in dem dieses stattfindet, wird die „Wellenzone" genannt. 

Wir wollen die Ausdrücke der Feldstärken in der Wellen- 
zone sogleich in vektorieller Schreibweise angeben. Wir über- 
sehen leicht, daß wir die zu ^ proportionalen Glieder in (53c, d) 
und die aus ihnen durch zyklische Vertauschung TOn X, y, s 
entstehenden, welche Schwingungen parallel der x- bzw. der 
y- Achse entsprechen, folgendermaßen in Vektorgleichungen 
zusammenfassen können: 



(54) 



Dabei ist nach (52) 



(54 a) 



ii=^-!» 
*■ dv 






der Beschleunigung des Elektrons proportional. 

Denken wir uns nun die vom schwingenden Elektron ent- 
sandten Wellen von einem beliebigen Aufpunkte aus beobachtet, 
so hängen die Feldstärken nur von dem Vektor 

ab. Eb kommt für den Beobacliter allein die Pro- 
jektion der Schwingung auf eine zur Blickrichtung 
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Benkreehte Ebene in Betracht. Daa äußere Produkt aas 
dem Einheitsvektor r, und p liegt in dieaer Ebene; es ist dem 
Betrage nach gleich, der Richtung nach senkrecht zu der 
Projektion von jj; ihm parallel ist nach (54) der magnetische 
Vektor der entsandten Wellen, der die Polarisationsebene dea 
Lichtes bestimnrt. Der Beobachter wird demnach geradlinig 
polarisiertes Licht wahrnehmen, wenn die Projektion der Elek- 
tronenbewGgung auf die zur Blickrichtung senkrechte Ebene eine 
geradlinige Schwingung ist, und zwar wird die Schwingungs- 
riehtung in jener Ebene senkrecht auf der Polarisations ebene 
dea entsandten Lichtes sein. Ist hingegen die Projektion der 
Bewegung des Elektrons auf jene Ebene eine Kreissctwingung, 
so wird der Beobachter zirkulär polarisiertes Licht wahrnehmen, 
und zwar rechts- oder linkazirkulares, je nachdem die Kreis- 
aehwingung rechts herum oder links herum (im Sinne des Uhr- 
zeigers oder im entgegengesetzten) um die Blickrichtung statt- 
findet; denn bei einer Kreisbewegung rotieren Fahrstrahl, Ge- 
schwind igkeits- und Beschleunigungs Vektor in dem gleichen 
Sinne. 

Nach (5i) bilden ©, § und r, ein System von di'si auf- 
einander senkrechten Vektoren, und zwar folgen ti, — ■§ und (?, 
oder ®, p, t, aufeinander wie die Achsen eines rechtshändigen 
Koordinatensystems. Es liegt mithin (B in der Wellenehene 
senkrecht zu p, also parallel der Projektion des Vektors p 
(d. h. des Beschleunigungsvektors) auf die zur Blickrichtung 
senkrechte Ebene. Der Betrag von © ist demjenigen von ^ 
gleich. Es liegen demnach hier in der Wellenzoue dieselben 
Verhältnisse vor wie bei ebenen elektromagnotiachen Wellen 
(vgl. Bd. I, g 75). Nur ändern sich bei ebenen Wellen die 
Amplituden während der Fortpflanzung nicht, während hier, 
bei den Kugelwellen, die Amplituden der Feldstärken mit der 
reziproken Entfernung vom Zentrum abnehmen. 

Der Strahlvektor © ist nach Gleichung (13) durch das 
äußere Produkt von 6 und § gegeben. Er weist also parallel 
dem Radiusvektor, was der Beobachtung entspricht. Da ®, ^, ® 
ein System wechselseitig aufeinander senkrechter Richtungen 
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bilden und die Beträge von (S und ß einander gleicli sind, so 
iat der Betrag von @: 

(54b) S = ^.|e|.'e=;^-«.« = ^[r,sT- 

Bezeichnen wir mit & den Winkel der Vektoren i, und J, 
Bo wird 

die Strahlung, die in der Sekunde durch die Flächeneinheit 
einer Kugel vom Radius r hindurchtritt; sie hängt gemäß (54a) 
Ton der Ladung e und von der BeBchleunigung des Elektrons 
ab, und zwar selbstverständlich von derjenigen Beschleunigung, 
die stattfand, als die Welle entsandt wurde. Die Strahlung ver- 
ßchwindet für B- = und fr = ji, d. h. für die Richtung des 
Bescbleunigungs Vektors und für die entgegengesetzte Riebtong; 
sie ist am größten für ■& = — , d. h. senkrecht zur Besohlen- 
nigungarichtimg. Die Integration über die ganze Kugel ei^bt 
als Gesamtstrahlung 

n +1 

fsdf -^V"- 2^Jd» aia' fr ^ ^ f -Jdu (1 - m'} = | cjiV 

—1 

Der Radius der Kugel ist hier herausgefallen; es tritt also 
durch alle von der Welle durchsetzten konzentrischen Kugeln 
der WeUenzone die gleiche Energiemenge hindurch. Diese 
Energie hat sich von dem schwingenden Elektron losgelöst 
und durcheilt in Form von Wellen Strahlung den Raum, wo 
sie je nach der Frequenz der Schwingungen als ultraviolettes, 
sichtbares oder ultrarotes Liebt wahrgenommen wird. Diese in 
Wellenstrahlung verwandelte Energiemenge wird der Lichtquelle 
entzogen; die in der Sekunde entzogene Energie ist nach (54a) 

Ist die Schwingung eine einfach harmonische, und ist i. 
ihre Wellenlänge im Räume, so ist 
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daher wird der Energie verlast durch Strahlung 



(55 a) 



dW 
dt 



31'" ' 



f^ 



Die pro Zeiteinheit durch Strahlung verlorene 
Energie ist um so größer, je kleiner bei gegebener 
Schwingungsamplitude die Wellenlänge iat Sie steigt 
bei abnehmender Wellenlänge umgekehrt proportional 
der vierten Potenz der Wellenlänge an. Die Schwin- 
gungen erfahren mithin eine Dämpfung dnrch Strahlung. 
Eine solche Dämpfung ist zuerst von H. Hertz in der oben 
erwähnten Arbeit theoretisch abgeleitet worden. 

Wir wollen jetzt die Frage erörtern, inwieweit dieses ein- 
fachste elektromagnetische Modell einer Lichtquelle geeignet 
ist, von dem Vorgange der Lichtemission ein naturgetreues 
Bild 7.U geben. Wir wollen zunächst, das Resultat der L'nter- 
suchungen Zeemans (vgl. § 10) vorwegnehmend, voraussetzen, 
daß das negative Elektron ea ist, welches in der LichtqueDe 
schwingt, lond wollen dem negativen Elektron diejenigen Eigen- 
schaften zuschreiben, die wir in § 2 bei Beaprefhung der 
Kathoden strahlen kennen gelernt haben. Wir haben der mathe- 
matischen Behandlung den Fall ziigruode gelegt, daß vor Be- 
ginn des Seh wingungB Vorganges das Molekül nach außen hin 
imelektriech ist. Die einfachste dem entsprechende Hypothese 
würde die sein, daß das Molekül aus einem positiven und einem 
negativen Elektron besteht, deren Mittelpunkte anfangs zu- 
sammenfallen. Wird nun das negative Elektron vei-schohen, 
während das positive in Ruhe bleibt, so entsteht ein elek- 
trischer Dipol. Unter dem Momente eines aolchen Dipols 
wird man entsprechend dem Momente einer Doppelquelle 
(Bd. I, § 22) einen Vektor zu verstehen haben, der von der 
negativen Ladung zur positiven weist, und dessen Betrag gleich 
ilem Produkte aus dem Abstand der Mittelpunkte beider Elek- 
tronen imd der Ladung des positiven ist. Das ist aber nichts 
anderes, als der durch (52) definiei-te Vektor p, d. h. der von 
der ruhenden positiven zur bewegten negativen Ladung weisende 

Abisham, TlicaTiis der KleklrlilUit, H. 1. Anfi, 5 
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Fahrstmhl, multipliziert mit dar negativen Ladung des bewegten 
Elektrons. Das Feld eines der ^-Achse parallelen Dipole bringen 
die Formeln (53c, d) zur Darstellung. 

Wollen wir nmi erklären, wieso etwa das Licht des Queck- 
silberdampfes aus einzelnen feinen Spektiallinien besteht, so 
müssen wir den in den Molekülen bewegten Elektronen gewisse 
Eigetiacliwingungen zuschreiben. Um die Existenz dieser Eigen- 
schwingungen zu TCrstehen, nimmt die Elektronentheorie an, 
daß auf die Elektronen gewisse quaaielastieche Kräfte 
wirken, d. h. Kräfte, welche der jeweiligen Entfernung aus der 
üleichgewichtölage proportional sind. Da die Elektronen Träg- 
heit besitzen, so würde hierdurch die Möglichkeit von Eigen- 
schwingungen bestimmter Frequenz gegeben sein. Freilich ist 
80 nur ein Rätsel auf ein anderes zurückgeführt. Denn es ent- 
steht nun die Frage, welcher Art jene quasielastische Kraft 
ist, ob sie ihrerseits elektrischen Ursprunges ist, etwa von der 
positiven Elektrizität herrührend, oder ob sie von der wägbaren 
Materie auf die Elektronen ausgeübt wird. Auch die große 
Zahl der Spektralliuien jedes einzelnen chemischen Elementes 
bereitet der Erklärung Schwierigkeiten. SoU man annehmen, 
daß jedes Molekül des Quecksilber dampf es alle die Hpektral- 
linien aussendet, oder strahlt das eine Molekül diese, das andere 
jene Linie aueV Ln ersteren Falle wäre dem Molekül eins 
groläe Zahl elektrischer Eigenschwingungen zuzuschreiben, und 
das einfache Modell des elektrischen Dipols würde dann nicht 
zur Darstellung des Feldes ausreichen. Im zweiten Fall jedoch 
würde die Existenz der merkwürdigen Gesetzmäßigkeiten, welche 
die Spektrallinien mancher Körper aufweisen, schwer verständ- 
lich sein. Die Fragen der molekularen Struktur, die mit dem 
Probleme der Spektrallinien zusammenhängen, sind leider noch 
wenig aufgeklärt. Wir müssen uns damit begnügen, an unserem 
einfachsten elektromagnetischen Modell festhaltend, jede Spek- 
trallinie einem anderen Dipol zuzuschreiben und die Eigen- 
schwingungen formal durch Einfuhrung quasielastischer Kräfte 
zur Darstellung zu bringen. Wir gelangen so zu einem Ansatz, 
der als Arbeitsbypothese gute Dienste leistet. 
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Wir setzen die Schwingungsgleichung; des elektrischen 
Dipols in der Form anr 



(56) 



^ + ^^" = 0, 



nach (52) können wir sehreiben 
(56 a) 



du m ,0^ *» 1»^ 



dt 

Hier steht rechts die quasi elastische Kraft, welche das mit 
der trägen Masse m behaftete Elektron in die Gleichgewichts- 
lage zurückzieht. Der Vei4auf des Schwingongsvorgangs wird 
von den Anfangsbedingungen abhängen; wir können uns etwa 
Türstellen, daß durch tlen Zusammenstoß mit einem anderen 
Molekül die Schwingungen des Elektrons angeregt werden. 
Wie dem auch sei, jedenfallfi wird während der Schwingung 
das Zeitmittel der kinetischen Energie dem Zeitmittel der 
potentiellen gleich sein. Die gesamte Energie des schwingenden 
Dipols ist, wenn wir zunächst von der Dämpfung absehen, 
konstant; sie beträgt 

(56 b) 



^="'=x;). 



wobei die horizontalen Striche die Bildung des zeitlichen Mittel- 
wertes andeuten. 

Wir haben jedoch oben gesehen, daß der schwingende 
Dipol fortgesetzt Energie ausstrahlt. Diese Ausstrahlung wird 
nun zu einer Dämpfung der Schwingungen Veranlassung geben 
müssen. Wir woUen den Betrag dieser Dämpfung berechnen. 
Aus (55) folgt 

(56c) 






für die Abnahme der Schwingungaenergie, berechnet auf den 
Liehtweg i = 1 cm, d. h. die Abnahme während der Zeit 



^ = i = -Jio- 



aec. 



Während dieser Zeit hat das Elektron eine große Zahl 
von Schwingungen ausgeführt — 2 • 10* für i = f) ■ 10" * cm ^, 
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so daß die &[itt«Iwert8btlduag über sehr riele Scbwitiguiigeii 
gerechtfertigt ist. ADderereeits können wir (56b) nach Ein- 
fnlunng der speziäschen Ladimg d«9 Elektrons i_GL 9} schreiben: 

(56d) ^-^J'- 

Da die Punkte ia ^, p DifferentiatiOD nach / andeuten. 

Wir erhalten daher 

dl ^ 3~e\X )' 
Es nimmt BOmit die Schwingnngeenergie nach dem Gesetze ab: 
(56e) W - W^e-r', 

wo der Abklingnngekoeffizieat 

zu setzen ist. Dasselbe Exponenti algesetz gilt fnr die Ab- 
nahme der Intensität der entsandten Strahlung; dem Licht- 
wege 1 em entspricht ein Herabsinken der LichtintensitSt auf 
den Bmehteil e~''. 

Nnn läßt .sich aus Interferenzrersnchen eine obere Grenze 
fQr die Abnahme der StrahlungBÜitensität gewinnen. Für 
manche Spektrallinien, z. B. fär die grüne Quecksilberlinie, 
haben sich nämlich Interferenzen bei sehr hohen Gangunter- 
schieden herstellen lassen. Die Verfeinerung der Technik solcher 
Interferenzversnche, um die sich A. Michelson, 0. Lummer und 
andere Erperimentatoren verdient gemacht haben, hat zu sicht- 
baren Interferenzen noch bei Gangunterschieden von 50 cm 
gefflhrt. Wäre nun die Äbklingungskonstante y so groß, daß 
sich auf einem Lichtwege Ton 40 cm ein Herabsinken der 
Intensität des Lichtes auf ein Hundertstel ihres Wertes oder 
einen noch geringeren Bmehteil ergäbe, so könnte die Theorie 
von diesen Interferenz versuchen nicht Rechenschaft geben. Wir 
wollen sehen, welcher Wert von y sich aus (öfjf) ergibt. 
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Wir setzen für e vmd ij die in (2) und (9) angegebenen 
Werte ein, nehmen A = 5 ■ 10~^ an und finden 

aa- 1.66a. 10'- 3 - I Q- ' °_ q ,Q_a 
'' 3 ■ 3- 10". 35.10""'" ''• ^^ ■ 

Daraus ergibt sich für einen Liehtweg von 50 cm ein 
Herabsinben der Lichtintensität auf den Bruchteil 

es würde hiernach bei einem Gangunterachied fon 50 cm noch 
sehr wohl eine Interferenz bemerkbar sein. Man könnte sich 
eher darüber wundern, daß nicht bei noch höheren Gangunter- 
Bcbieden Interferenzen sich herateUen lassen. AUein außer der 
Dämpfung durch Strahlung dürften noch andere Ursachen mit^ 
apielen, die den regelmäßigen Verlauf des Seh wingunga Vorganges 
beeinträchtigen. So dürfte z. B. beim Stoße zweier Moleküle 
dea Dampfes der ursprüngliche Seh wingungs vor gang gestiirt 
und eine neue, mit eiaer andern Phase einsetzende Schvringung 
eingeleitet werden. 

In der Schwinguugagleichung (56) bzw. (Ö6a) iat der 
Dämpfung durch Strahlung nicht Rechnung getragen worden. 
Wir woUen jetzt nachträglich die Schwingungsgleichung ao 
modifizieren, daß der durch (55) in aUgemeinater Weise an- 
gegebene Energie Verlust zum Ausdrucke gelangt. Wir führen 
in (_56a) eine „diseipative Kraft St'" ein, indem wir echreiben 



(57) 



dt e ^ 



Diese disaipative Kraft ft* stellt die Rückwirkong der 
Strahlung auf das bewegte Elektron dar. Ihre Arbeits- 
leistung muß mit dem Energieverluate (55) durch die Relation 
verknüpft sein: 



C57a) Ji^^ät^-lija 



dt- 



dabei bezeichnen t^, t^ zwei, etwa durch eine ganze Schwingung 
getrennte Zeitpunkte, zu denen die Beschleunigung des Elek- 



70 Erster Abschnitt. Pelil und Bewegnng einzehier Elektronen. § 9, 

trons gleich Null iat. Während des Zeitintervalles von t^ "bia 
^ wird eine bestimmte Energiemenge entsandt; dieser muß die 
gesamte, in der gleiclien Zeit von der rückwirkenden Kraft ft* 
geleistete Arbeit entgegengesetzt gleich sein. Würde etwa zur 
Zeit ij die ungleichförmige Bewegung des Elektrons beginnen 
und zur Zeit (, endigen, so würde die gesamte Arbeit von Sf 
und die gesamte Energie der entsandten Wellenstrahlung durch 
den Ausdruck (57 a) gegeben sein. 

Wir können nun die rechte Seite von (fi7a) durch partielle 
Integration umformen; da die Beschleunigung an den Grenzen 
des Integratioosintervallee verschwindet, so wird 



Wir erfüllen also die Energiegleichung, indem 

wir setzen 

2 e'd'b 



(58) 



«• = 



3 c'dl' ' 



d. h. indem wir die Reaktionskraft der Strahlung dem 
zweiten Differentialquotieoten des Geachwindigkeits- 
vektors nach der Zeit proportional annehmen. 

Durch Einführung dee Ausdruckes (58) von St' iu (57) 
erhalten wir 



(58 a) 



rfS ff» js„ , 2 e'd'b 



diese allgemeine Schwingungsgleichung tritt nunmehr an Stelle 
von (56a). Gemäß (52) kann hierfür geschrieben werden 
d'p 2 e' d^f 



(58 b) 



df 



3 me' dt" 



+ 7,;*II = 0. 



Die Schwingungsgleichung des elektrischen Di- 
poles wird also bei Berücksichtigung der Strahlungs- 
dämpfung eine Differentialgleichung dritter Ord- 
nung*'). 

Man könnte nun gegen die obige Ableitung des Auadrucks 
(58) einwenden, daß durch die EniTgiegleichung allein die 
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Ileaktiooa kraft ft' nicht eindeutig bestimmt ist, und konnte 
verBuchen, dieselbe durch den aUgemeineo Ansatz darzustellen 









dabei müßten, bei den hier betrachteten kleinen Schwingungen 
die Koeffizienten a Konstanten sein, die von der Licht- 
geschwindigkeit c und von der Elektronen ladung e abhängen; 
und zwar müßten sie proportional e' sein, da es sich um eine 
Tom Elektron auf sieh selbst ausgeübte Kraft handelt. Setzt 
maa dementsprechend a^ + i = e'f*a„^,, wo tt,,_|_, eine reine Zahl 
ist, Bo gibt eine Dimensionabetrachtung sofort über die zu- 
lässigen Werte von k und v Auskunft. Die Dimension des 
Quadrates der elektrostatisch gemessenen Ladung e ist, zufolge 
der Tabelle Bd. 1, S. 2(»0, gleich ML^T~^-, es gilt, da der Kraft 
Ä' die Dimension MLT~^ zukommt, die Dirnen sionsgleichung 

i~^=[L2'-i]'i7'-(''+". 

Hieraus folgen für k iand v eindeutig die Werte A' ■= — 3, 
1, _ _ t - 1 = 2. 

Man sieht also, daß nur ein Ausdruck Ton der Form (58) 
zulässig ist; der Zahlwert % bestimmt sich durch die Energie- 
gleichung. 

Die mit der Strahlung zu b ammenhängende dissipative Kraft 
wirkt nach einem anderen Gesetze als die Reibungskraft der 
gewöhnHehen Mechanik. Während man jene der Geschwindig- 
keit proportional setzt, ist diese, für kleine Geschwindigkeiten, 
der zweiten Ableihmg der Geschwindigkeit nach der Zeit 
proportional. 

§ 10. Der Zeeman-Effekt. 

Daß das elektromagnetische Modell eines lichtemittierenden 
MolekflleB, welches wir soeben kennen lernten, in manchen 
Fällen der Wirklichkeit entspricht, dafür ist der experimentelle 
Beweis durch die Entdeckung P. Zeemanns'*) erbracht worden. 
Dieser Forscher hat gezeigt, daß die Spekti'allinien in starken 
magnetischen Feldern gewisse Veränderungen erfahren; diese 
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Veränderungen haben sieh in vielen Fällen ohne weiteres anf 
Grund der Lorentzschen Theorie deuten lassen. Wir dürfen 
nicht TersäumeD, den Zeem an -Effekt aus der im vorigen Para- 
graphen entwickelten Theorie abzuleiten. 

Führen wir, der Grundgleichung (V) gemäß, die von dem 
äußeren Magnetfelde auf das Elektron ausgeübte Kraft in die 
BeweguDgsgleichung (56a) ein, bo lautet diese 



di 



--T^^ + ^M- 



"' dt = 

oder, wenn wir überall, wach (52), die Geschwindigkeit U des 
Elektrons durch das elektrische Moment fi des Dipols ersetzen 

und die spezifische Ladung >? = ^ ~" ^^^ negativen Elektrons 

einfiihreo: 

(59) 



dt' 



^^> = -^G«', 



Dabei haben wir das Diimpfungsglied wiederum fort- 
gelassen, weil der äußerst geringe Betrag der Dämpfung für 
die Frequenzen der Eigenschwingungen nicht wesentlich in 
Betracht kommt. 

Wir legen der Integration der Schwingungsgleiehuiig (59) 
sofort ein geeignetes Koordinatensystem zugrunde. Die Ä-Achse 
mag in Richtung der magnetischen Kraftlinien weisen, während 
die (a;j/)-Ebene auf diesen senkrecht steht; dann ergibt die 
Komponentenzerlegung 



(59 a) 


:> + *>.=-.i»,^, 


(59 b) 


^!l' +*■..=+, IS' t. 


(59 c) 


d'O 



Die Schwingiingskomponente parallel den magnetischen 
Ki-aftlinien wird demnach von dem magnetischen Felde nicht 
beeinflußt. Setzen wir 
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60 ist die Frequenz i', = It dieser Komponente die gleiche, 
welche allen drei Schwiiigungskomponeiiten anB erhalb des 
magnetischen Feldes zukommt. 

Was aber die Schwingungen in der (a;y)-Ebene anbelangt, 
so sind die Komponenten fl^, p^ durch das magnetiaohe Feld 
miteinander Terkoppelt, wie die Gleichungen (59a, b) anzeigen. 
Daa läßt vermuten, daß wir hier zwei voneiinauder und von 
der ursprünglichen Frequenz k abweichende Frequenzen v' und 
v" erhalten werden. Wir versuchen die Differentialgleichungen 
(59 a, b) durch den Ansatz 

(60) P.= a^'", \^^^b^^' 

zn befriedigen, wo a und b zwei komplexe, für Amphtude und 
Phase der beiden Komponenten maßgebende Konstanten sind. 
Wir finden 

[«(I-^-^) = -,j|§|6,-„, 

Durch Eliminatieu von a und b wird für v* die quadra- 
tieche Gleichung erhalten 

Bezeichnen wir mit v' die kleinere, mit v" die größere 
der beiden Frequenzen, so erhalten wir 

W !."._,.. + , 1^1,-', 

oder, weil nur positive Werte v', v" zulässig sind: 
(60c) ' 



(60 a) 



Es werden also von den zu den Magnetkraftlinien 
senkrechten Schwingungskomponenten desDipols zwei 
Spektrallinien entsandt, deren Frequenzen voneinander 
und von der ursprünglichen Frequenz k abweichen. 
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Der Abstand der beiden Spektrallinien, in der Skala 
der Frequenzen gemeBsen, beträgt 
(60d) v"-v' = 7)1^1, 

er ist gleich dem Produkte aus der spezifischen Ladung' 
der Bchwingenden Elektronen und der magnetischen 
Feldstärke. 

Die arsprüü'gliche Frequenz J: entspricht nach (60cj nicht 
genau der Mitte der beiden abgeänderten Frequenzen v'j v". 
Doch ergibt sich das Produkt i(|^' für alle herstellbaren 
Felder so gering ^ nur mit intensiven Feldern gelingt über- 
haupt die Trennung der Linien — , daß das Quadrat dieses 
Produktes in (tJOc) zu vernachlässigen ist, und daß mit ge- 
nügender Annäherung gesetzt werden darf: 



(60e} 



V -\- v" 



^k. 



Um nun den Charakter der stattfindenden Schwingungen 
zu erkennen, müssen wir das Verhältnis der Konstanten a, b 
aus einer der Gleichungen (60a) ermitteln. Für die langsamere 
der beiden Schwingungen, von der Frequenj v', folgt aus (60a, b) 

a' 



(60 f) 



isl - + *. 



= — t. 



tVTiiei 

fiir die schnellere der beiden Schwingungen, von der Frequenz v", 

Es sind also, sowohl für die langsamere wie für die 
schnellere Schwingung, die Amplituden der beiden Kompo- 
nenten p^, p,j die gleichen; die Phasen jedoch weichen um -^ 

voneinander ab. Beides sind demnach zirkuläre Schwingungen. 
Bei der langsamen Schwingung ist, nach (60f), die y-Kompo- 

nente der a:-Komponente um — an Phase voran, d. h. die Kreis- 

bewegung führt, nach einer Viertel Schwingung, von der y-Acbse 
zur a:-Ach8e, sie stellt also eine negative Drehung um die mit 
der £-Achee zusammenfallende Richtung des magnetischen Feldes 
dar. Einem auf der Seite der positiven «-Achse befindlichea 
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Beobachter erscheint die Kreis Bchwingung als Drehung im 
Sinne des Uhrzeigers oder als rechtazirkulare Schwingung. 
Bei der sehnelleren Schwiugimg hingegen ist nach (ÖOg) die 

a' -Komponente der (/-Komponente um — an Phase voran, diese 

Bewegung entspricht einer positiven Umkreisung der s-Achse 
und erscheint einem auf der Seite der positiven s-Ächse be- 
findlichen Beobachter als ünkszirkulare, dem Uhrzeigersinne 
entgegengesetzte Schwingung. 

Wir denken ims jetzt die Flamme zwischen den Polen 
des Magneten; auf derjenigen Seite, nach der das magnetische 
Feld gerichtet ist, mag der Magnet durchbohrt sein. Was 
wird ein durch die Ofinung hindurehbUckender Beobachter wahi-- 
nebmen? 
' Für diesen Beobachter kommen nur die Schwingungen in 

der (xy)-Ebene in Betracht; denn wir haben im vorigen Parar 
grapheo gesehen, daß nur die zur Blickrichtung senkrechten 
Komponenten der Elektronenbewegnng für die ausgestrahlten 
Wellen maßgebend sind. Die der s-Ächse parallele Kompo- 
nente sendet daher den Magnetkrafthnien parallel kein Licht 
aus. Der Beobachter «ird also bei spektraler Zerlegung des 
Lichtes die ursprünglich einfache Spektrallinie verdoppelt 
finden. Dieses Duplet von Linien ist zirkularpolari- 
BJert, und zwar erseheint dem Beobachter, welcher 
den Kraftlinien des magnetischen Feldes entgegen- 
blickt, die im Spektrum auf der roten Seite liegende 
Linie rechtszirkular, die auf der violetten Seite 
liegende linkszirkular polarisiert. Die Beobachtung des 
„longitudinalen Zeemann-Effektes" hat in der Tat ein 
derartiges Duplet ergeben, wenigstens für die Mehrzahl der 
untersuchten Spektrallinien. Hieraus ist zu schließen, daß 
das negative Elektron es ist, welches die Spektral- 
linien ausstrahlt. In der Tat haben wir, bei der Aufstellung 
der Grund gleichung (Ö9), die negative Ladung des Elektrons 
bereits berücksichtigend 

_ '*■ Hi "^^ 

' cm cffi 
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gesetzt. Für die poeitiven Elektronen wäre in (59) das Vor- 
zeichen TOU tj umznkeliren, mithin auch in (60a); so würde 
eich für die beiden Kreisschwingungen das eut gegengesetzte 
Verhalten ergeben, indem die rechts zirkuläre die sclmellere, 
die linkszirknlare die langsamere sein müßte. Der Zeemann- 
Effekt zeigt also, daß die im Torigen Paragraphen gegebene 
Spezialisi eräug des elektromagnetischen Modelies einer Licht- 
quelle, welche den periodischen Wechsel des Dipols auf die 
Schwingungen des negativen Elektrons zurückführt, für die 
betreffenden Spektrallinien zotreffende Folgeningen ergibt. Die 
Messung des Abstaudes der beiden Linien des Duplets gestattet 
es, wenn die magnetische Feldstärke bekannt ist, auf Grund 
von (60d) die spezifische Ladung tj zu bestimmen. Auf 
diesem Wege findet A. Stettenieimer^'} den Wert ^ 

(61) ij = 1,79 ■ 10': 

derselbe stimmt mit dem bei Kathodenstrahlen erhaltenen (vgl. 
g 2, Gl. 9) so gut überein, als es bei der Schwierigkeit dieser 
Messungen zu erwarten ist. 

Übrigens hat sich auch die Forderung der Theorie, daß 
der Abstand der Komponenten des Duplets, in der Skala der 
Frequenzen gemessen, für alle Linien bei gegebenem magne- 
tischem Felde der gleiche, und der magnetischen Feldstiirke 
proportional ist, iu den Fällen bestätigt, wo überhaupt die ein- 
fache Zerlegung in ein Duplet gefunden wurde. 

Was wird nun ein Beobachter wahrnehmen, der das senk- 
reeht zu den Maguetkraftlinien ausgestrahlte Licht spektral 
zerlegt? Er wird nach g 9 die Projektion der Schwingung 
auf eine zur Blickrichtung senkrechte, also den magnetischen 
Kraftlinien des Feldes parallele Ebene beobachten. Li der 
Projektion ergeben aber die beiden zirkulären Schwingungen 
geradlinige Schwingungen von deu Frequenzen v' und v", 
senkrecht zu ilen Kraftlinien. Hierzu tritt nun noch die 
Schwingung p^ parallel deu Kraftlinien, deren Frequenz die- 
jenige der ursprünglichen Spektrallinie ist. Der Beobachter 
wird also ein Triplet von Linien wahrnehmen; in den beiden 
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äußeren Linien finden die elektrischen Schwingnngen 
senkrecht zu den magnetischen Kraftlinien des äußeren 
Feldes atatt; diese sind also geradlinig parallel den Kraftlinien 
polarisiert. Die innere Linie hingegen ist senkrecht zu den 
m^netischen Kraftlinien polarisiert; in ihr finden die Schwin- 
gungen des elektrischen Vektors parallel den Kraft- 
linien des Magnetfeldes statt, iu dem sich die Flamme be- 
findet. Auch diese Beschreibung des „transversalen Zeeman- 
Effektes" entspricht, bei den meisten SpektraUinien, der Be- 
obachtung. 

Diese einfache Form weist die Veränderung der Spektral- 
linien im magnetischen Felde jedoch keineswegs in allen Fällen 
auf. Manche Spekti'aUinien, z. B. die gelben Natriumlinien D^ 
nod 2)3, teilen sich, anstatt in drei, in Tier oder in sechs 
Linien; gewisse Linien des Quecksilberspektrums weisen, bei 
Beobachtung senkrecht zn den magnetischen Kraftlinien, sogar 
eine Teilung in neun Linien auf. Wie die sorgfältigen Unter- 
suchungen Ton C. Runge und F. Paschen^) ergeben haben, 
sind es gerade die Serienlinien, die solche anomalen Zeeman- 
Effekte zeigen. Diese Untersuchungen haben sehr bemerkens- 
werte Gesetzmäßigkeiten festgestellt. Alle Linien einer und 
derselben Serie weisen die gleiche Zerlegung im magnetischen 
Felde auf, sowohl was die Zahl, als auch was den in der Skala 
der Frequenzen gemessenen Abstand der getrennten Linien an- 
belangt. Ja sogar die Linien verschiedener Elemente, die einer 
nnd derselben Gruppe des Mendelejefi'schen Systemes angehören, 
besitzen meist den gleichen Zeeman-Efi'ekt, wenn sie ent- 
sprechenden Serien angehören. Der Zeeman - Effekt ist ein 
charakteristischeB Merkmal für die betreffende Serie; er hat es 
in eiEiigen Fällen ermoghcbt, bis dahin noch nicht in Serien 
eingeordneten Linien ihren richtigen Platz anzuweisen. 

Das in den beiden letzten Paragraphen entwickelte ein- 
fache Modell eines leuchtenden Moleküles erweist sieh, wie wir 
sehen, gerade für die Serienlinlen als unzulänglich, da diese 
Linien meist anomale Zeeman-Effekte zeigen. In der Tat konnten 
wir das Bild eines einzelnen, unter dem Einflüsse einer quasi- 
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elastisehen Kraft um eine stabile Gieicbgewichtslage Bchwingen- 
den Elektrons aur ala eine provisorlBcbe Arbeitshypothese be- 
trachten, Ea ist merkwürdig genug, daß dieees Bild wenigstens 
für die isolierten Linien von der Beobachtung bestätigt wird. 
Es ist bisher noch nicht gelungen, die anomalen Zeeman-Eifekte 
vom Standpunkte der Elektronentheorie aus in befriedigender 
Weise zu deuten. Die von C. Runge und F. Paschen entdeckten 
Gesetamäßigkeiten lassen vermuten, daß eine befriedigende Er- 
klärung nur iu Verbindung mit der Theorie der Spektralserien 
möglich sein wird. Jenes einfache elektrische Modell eioes 
Moleküles oder Ätomea wird dabei zweifellos durch ein kompli- 
zierteres zu ersetzen sein. Da unsere Kenntnisse der elektrischen 
Struktur der Atome und Moleküle der Materie nur gering sind, 
ao ist dabei der Hjpothesenbildung ziemlich freies Spiel gelaaaen. 
Andererseits sind die von Balmer, Kayser und Runge, Rydberg 
und Ritz für die Wellenlängen der Spektralserien aufgestellten 
Formeln ao genau gültig, daß sie ein recht acharfca Eriteriura 
für die Zulässlgkeit einer derartigen Hypothese bilden. Die 
Deutung jener Spektral formeln, weiche gleichzeitig die Theorie 
der anomalen Zee man -Effekte der SerienUnien ergeben müßte, 
ist wohl die wichtigste und die schwierigste Aufgabe der elektro- 
magnetischen Lichttheorie, Daß die Elektronentheorie nicht ganz 
auf der falsehen Fährte ist, zeigt der Umstand, daß hinsichtlich 
der Polarisation die anomalen Zeeman -Effekte den normalen 
ähnlich sind. So weisen z. B. von den neun Liiuen, in welche 
gewisse Linien des Quecksilbers im magnetischen Felde sieh 
spalten, die drei inneren dieselbe Polarisation auf wie die innere 
Linie des einfachen Triplets, während die äußeren Linien eben- 
so polarisiert sind wie die äußeren Linien des Triplets bzw. 
Duplets, nämlich hei Strahlung senkrecht zum magnetischen 
Felde geradlinig parallel den Kraftlinien, bei Strahlung parallel 
dem magnetischen Felde zirkulär. Auch sind die Größenordnung 
der Linien ab stände und der Sinn der ZirkularpolarisatioD die- 
selben wie bei dem einfachen Duplet und Triplet Das läßt 
vermuten, daß auch hier die negative Elektronen iu Bewegung 
begriffen sind, freilich unter weniger einfachen Bedingungen, 
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Bei der Strahlung der BandeDspektreii ist es bisher nicht 
gelungen, einen Zeeman-Eifekt des magnetischen Feldes nach- 
zuweisen. Man kann im Zweifel gein, ob dieses Licht von 
Elektronen ausgesandt wird, die mit Atomen der wägbaren 
Materie verkoppelt sind, oder ob es den Schwingungen der 
positiven Elektronen seinen Ursprung verdankt. Es ist viel- 
leicht nicht ganz ansgeschlossen, daß es mit Hilfe einer ver- 
feinerten optischen Technik einst gelingen wird, über diese 
Frage Äuskuaft zu erhalten. 

§ 11. Die elektromagne tischen Potentiale einer bewegten 

Fuaktladung. 

In § 9 haben wir bei der Berechnung des Hertzschen 
Vektors für eine schwingende Punktladung uns gewisse Ver- 
nachlässigungen gestattet. Wir haben angenommen, daß die 
Bewegung der Ladung auf einen Bereich sieh erstreckt, dessen 
Abmessungen klein gegen die Entferung der Punktladung vom 
Aufpunkte sind. Sodann haben wir die Geschwindigkeit der 
bewegten Ladung als klein gegen die Lichtgeschwindigkeit an- 
gesehen. Diese Voraussetzungen wollen wir jetzt fallen lassen. 
Wir betrachten ein Elektron, welches sich beliebig 
im Räume bewegen kann; seine Geschwindigkeit soll 
zunächst beliebig groß angenommen werden. Wir 
lassen indessen auch jetzt noch die Große und Gestalt des 
Elektrons unberücksichtigt, indem wir dasselbe wie eine Punkt- 
ladung behandeln. W^ie wir bereits früher erwähnten, ist es 
vom Standpunkte der Nahewirkungstheorie aus undenkbar, daß 
eine endliche Elektrizitätamenge auf einen matbematia eben Punkt 
zusammengedrängt wird, da dieses einen unendlichen Wert der 
Feldenergie ergeben wurde. Wir werden diese Bemerkung 
später bestätigt finden und werden der Dynamik des Elektrons 
bestimmte Annahmen über seine Form und Bewegungsfreiheit 
zugrunde legen. Immerhin wei-den sieb die Abmessungen des 
Elektrons so gering — von der Ordnung 10~^' cm — ergeben, 
daß es für manche Zwecke ausreichend ist, das Elektron als 
Fonktladung zu betrachten, Das wird selbstveratändlich nur 
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für solche Aufpunkte erlaubt sein, deren Abstand vom Elektron 
groß gegen desseii Abmessungen ist. Dieser Bedingung ge- 
nügen jedenfalls die in der Wellenaone gelegenen Aufpimkte. 
Daher werden wir die Formeln dieses Paragraphen insbesondere 
znr Ermittelung der von einem rasch bewegten Elektron eut- 
Bandten WeUenstrahlung verwerten können. Wir werden so 
der in § 9 entwickelten Theorie der ruhenden Lichtquelle eine 
Theorie der bewegten Lichtquelle an die Seite stellen 
uod werden andererseits gewisse Konsequenzen der Stokes- 
Wiechertsdhen Hypothese entwickeln, welche die Böntgeu- 
Btrahlen als die beim Aufprall der Kat hodenstrahlen auf die 
Antikathode entsandte Wellen Strahlung anspricht. Die Polge- 
rungen sind gerade dadurch bemerkenswert, daß sie sich auf 
den Grenzfall eines Elektrons von verschwindenden Abmessungen 
beziehen. Welche Voraussetzungen man auch über die Gestalt 
des Elektrons machen möge, beim Grenzübergang zu ver- 
schwindend kleinen Äbmeasiingen muß sich stets dasselbe Re- 
sultat ergeben. Freilich ist dieser Grenzül»ergang, wie wir sehen 
werden, nicht immer erlaubt. In allen Fällen jedoch, in denen 
er erlaubt ist, sind die Ergebnisse als Foigerungen derjenigen 
Grundhypothesen der Etektronentheorie allein anzusehen, die in 
den Grundgleichiingen il) bis (V) formuliert sind. 

Wir bestimmen die elektromagnetischen Potentiale der 
Punktladung auf Grund der allgemeineo Formeln (50, ÖOa). Wir 
denken uns eine E le k tri zitäts menge e, die einen gewissen end- 
lichen Bereich erfüllt. Die Entfernung des Aufpunktes P soll 
groß sein gegen die Abmessungen jenes Bereiches. Wir 
erinnern uns der Deutung mit Hilfe der auf den Aufpunkt hin 
sich mit Lichtgeschwindigkeit kontrahierenden Kugel, durch 
die wir die Fonneln (51 j u%d {51 a) erläuterten. Für unseren 
Anfpunkt P ist der R.adius X der Kugel groß gegen die Ab- 
messungen der Flächenstücke f, in denen sie das bewegte Elektron 
schneidet; es sind mithin diese Flüchen stücke mit genügender 
Annäherung als eben zu betrachten; durch diese Ebenen wird 
das Elektron in dünue Scheiben von der Höhe dk zerschnitten; 
die einzelne Scheibe enthält die Elektrizitätsmenge f^dk — de. 
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Nun bezieht sich die Integration in (50) nicht auf die 
Volume lern ente des bewegten Elektrons, sondern auf die jeweils 
von Elektrizität erfüllten Volumelemente des Itaumes. Will 
man den Beitrag 

kdldaiQ = dfp -r- 

berechnen, den die Elektrizitäts menge de der einzelnen Scheibe 
zu dem Werte von O im Aufpunkte beisteuert, so muß man 
den Abstand dX der beiden Lagen der sich kontrahierenden 
Kugel berechnen, wo diese in die elek tri zitätser füllte Scheibe 
eintritt bzw. aus dieser austritt; dieser Abstand ist im Baume, 
nicht im bewegten Elektron gemessen zu denken. Es ist aber 
nicht schwer, dk zu berechnen. Setzen wir 

rfi = cdt, 

so ist dr die Zeit, während deren die mit der Geschwindig- 
keit c durch den Raum 'eilende Fläche über die Seheibe von 
der Höhe dk hin wegstreicht. Diese Zeit berechnet sich als 
Quotient aus der Höhe dh und der dieser Höhe parallelen 
Komponenten der Relativgeschwindigkeit der bewegten Fläche 
und der bewegten Scheibe. Die Kugel bewegt sich mit Licht- 
geschwindigkeit senkrecht zu der Grundfläche der Scheibe, 
während die Geschwindigkeit der Scheibe durch die Geschwin- 
digkeit D des Elektrons sich bestimmt; und zwar ist die 
Komponente von B in Richtung nach dem Mittelpunkte der 
Kugel, d. b. in Richtung des vom Elektron nach dem Au'^unkte 
bin gezogenen Radiusvektor r zu nehmen. Folglich ist die 
entsprechende Komponente der Relativgeschwindigkett von Kugel 
und Scheibe gleich c — D,. Es ist also die Zeit dt, während 
deren die Kugel die Scheibe überstreicht: 

dh 



dT = 



c -B 



und daher 

(62) 



di. = cdr = 



dh 



Abnthta, ThsaiiB dei ElekOimtt&u II. ä, AaU. 
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Wir haben soeben stillscbweigend angenommen, daß c>Il^ 
ist, d. h. daß das Elektron von der sich kontrahierenden Kugel 
überholt wird. Bewegt sich hingegen das Elektron mit Über- 
lichtgeschwindigkeit, so kann der Fall eintreten, daß es, dio 
kontrahierende Kugel überholend, von außen nach innen durch 
dieselbe hindurch tritt. In diesem FaUe ist die Relativgeschwin- 
digkeit d,. — c, und es ist 
C62a) dl = 



dh 



-^-1 
c 

ZU setzen. Allgemein ist zu schreiben 

dh 



{62 b) 



d!.^ 



1--^ 



Doch wollen wir zunäehat | U < c annehmen und an (62) 
die weitere Betrachtung anknüpfen. 

Wir erhalten als Beitrag unserer Scheibe zum skalarea 
elektromagnetiHchen Potential im Aufpnnkte 

dfgdh 1 de 

(62c) 



,, dx 
dfg-r- 



Es bleibt nur die Integration über die einzelnen Scheiben 
übrig. Da der Abstand r des Aufpunktes als groß gegen die 
Abmessungen des Elektrons angesehen wurde, so ist er bei 
der Integration konstant zu halten. Die Integration ist daher 
ohne weiteres auszuführen, falls es auch erlaubt ist, D als 
konstant anzusehen für diejenige Zeit, während deren die Kugel 
über das Elektron hin wegstreicht. Sie ergibt in diesem FaUe 

(63) ^ = 



■('-^) 

als Wert des skalaren elektromagnetischen Potentiales 

für Bewegung mit Unterlichtgeschwindigkeit. 

In dem Grenzfalle einer Punktladong ist es natürlich 

ohne weiteres gestattet, M — _^j, ebenso wie f, bei der Inte- 
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gration Aber das Elektron ale konstant anzuBehen. Da wir 
indessen diesen Grenzfall nicht als streng verwirklicht be- 
trachten, so bedeutet die Konstiintsetzung dieser Großen eine 
gewisse Einschränkung des Gültigkeitsbereiches der Formel (63). 
Erstens ist diese Formel, wie schon erwähnt, nur auf solche 
Äuipunkte anzuwenden, deren Abstand vom Elektron groß 
gegen die Abmepsungen des Elektrons ist. Schließen wir das 
Elektron in eine Sngel vom Hadius a ein, so muß 

(63 a) r groß gegen a 

B 
sein. Zweitens aber muß, damit die Veränderung von — in 

der Zeit _ , während deren die Kugel über das Elektron 

hinwegstreicht, für keinen der Aufpunkte in Betracht kommt. 



(63 b) 



c(c 



I ii läa , , , , 



sein (6 stellt den Beschleunigungsvektor dar). 

Nur dann, wenn die Abmesanngen des Elektrons 
so klein, die Beschleunigung so gering und die Ge- 
schwindigkeit von der Lichtgeschwindigkeit so ent- 
fernt ist, daß die Bedingungen (63a) und (63b) erfüllt 
sind, ist es gestattet, das Elektron durch eine Punkt- 
ladung zu ersetzen. 

Sind diese Bedingungen erfüllt, so läßt sich die Berech- 
nung des Vektorpotentiales nach der Formel (50a) in ent- 
sprechender Weise durchführen. Ea tritt nur an die Stelle 
des Skalars q der durch (lÜ) bestimmte Vektor p— Schließen 

wir Rotationen des Elektrons aus, so ist der Beitrag jeder 
einzelnen Scheibe zum Vektorpotential 



Ist nun die Bedingung {63b) erfüllt, so ist auch die 
Änderung, welche beim Hinwegstreicben der mit Licht- 
geschwindigkeit bewegten Kugel über das Elektron erfährt, 
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zu vemaclüässigeo, und es fülirt die Integration über die 
einzelnen Scheiben ohne weiteres zum Ausdruck 

eb 



(64) 



a = 



(-•') 



des elektromagnetiselien Vektorpotentiaies. 

Die Formeln (63) und (64) für die elektromagnetischen 
Potentiale einer bewegten Punktladimg sind von A, Lienard**) 
und E. Wiechert*') abgeleitet worden. Infolge der geringen 
Abmesanngen des Elektrons erweisen sie sich auch für ziemlich 
beträchtliche Beachleunignngen und bis unmittelbar an die 
Lichtgeschwindigkeit heran als gültig. Der Fall unstetiger 
Bewegung dea Elektrons hingegen sowie der Fall einer be- 
schleunigten Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit liegen nicht 
in ihrem Gültigkeitsbereiche, weil hier die Bedinguug (63b) 
nicht mehr erfüllt ist. Auch ungleichförmige Bewegungen mit 
Uberhehtge seh windigkeit dürfen nicht auf Gmnd dieser Formeln 
behandelt werden, weil es bei solchen Bewegungen immer Auf- 
punkte gibt, wo c— 1i^= c t cos (n, t) gleich Null wird; 
auf solche Äufpunkte hin eilt die kontrahierende Kugel mit 
derselben Geschwindigkeit wie das Elektron, so da£ D bei der 
Integration über das Elektron nicht als konstant angesehen 
werden darf. Auch die Anwendung auf gleichförmige Be- 
wegung mit Überlichtgeschwindigkeit gibt sieh dadurch als 
unzulässig kund, daß es Aufpunkte gibt, für welche der Nenner 
in (63) bzw. (64) verschwindet. In solchen Aufpunkten drängen 
sich, da die kontrahierende Kugel stets die mit Überhcht- 
geschwindigkeit bewegte Punktladung durchschneidet, die zu 
allen vorangegangenen Zeiten entsandten Beitrage zusammen; 
daher rührt das Unendlich werden der Ausdrücke (63) und (64), 
Dasselbe fällt fort, wenn man die Elektrizität des Elektrons 
auf ein Volum von endlichen, wenn auch geringen, Abmessungen 
verteilt annimmt. Es ist demnach für den Fall der Licht- 
geschwindigkeit und der Überlichtgeschwindigkeit 
der Grenzübergang zur Punktladung unzulässig. Die 
Anwendung der Formeln (63) und (64) zur Ermittelung des 
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Feldes eines bewegten Elektrons ist auf Bomit Bewegungen mit 
UnterliehtgeBchwindigkeit einzuschränken. 

Ana der Ableitung dieser Formebi geht hervor, daß r 
bzw. H Radiusvektor vom Elektron nach dem Aufpnnkt und 
Geschwindigkeit des Elektrons zu der Zeit { bedeuten, als 
die mit Lichtgeschwindigkeit c sich kontrahierende Kugel über 
das Elektron fortstrich. Diese Zeit 

(64a) ^=«-7 

bestimmt sich für einen jeden Äufpunkt, wenn die Bewegung 
des Elektrons gegeben ist; denn r ist dadurch als Funktion 
von t' gegeben. FaUs, wie weiterhin angenommen wird, die 
Geschwiadigkeit des Elektrons kleiner als c ist, so kann die 
Kugel das Elektron immer nur ein einziges Mal schneiden. 
Es ordnet sich mithin für einen gegebenen Au^onkt P der 
Zeit t des Eintreffens der Störung die Zeit t' des Entsendens 
in eindeutiger Wei^e zu. Da offenbar 

(64b) % = ~^r 

ist, so folgt aas (64a) 

dt' ^ df c 

oder 

(6*'=) — i-=d(■ 

l— — 

c 

Man kann daher die Formeln (63) und (64) auch fol- 
gendermaßen schreiben : 

«e dt' 
T~di' 
(65) 
^ ^ a, eil dt- 

« ^ ---7 ■ 

re dt 

Aus den elektromagnetiachen Potentialen folgt nach (38) 
und (29) das elektromagnetische Feld der bewegten Punkte 
ladung. 
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§ 12. Das Feld einer glelohfönnig bewegten Fanktladang. 

Wir betrachten eine Pauktladung , die sich geradlinig 
mit konstanter Geschwindigkeit bewegt. Ea mag E' (Abb. 2) 
ihre Lage zur Zeit i' gewesen sein, als sie die Beiträge (63) 
und (64) zn den elektromagnetischen Potentialen entsandte, die 




Abb. 1. 

zur Zeit t im Aufpnnkte P eintreffen; E sei hingegen der Punkt, 
in' dem die Ladung sich zn der Zeit t befindet. Es ist daher 

E'P-r, E'E = \»\^, 
und die Projektion von E'E auf E'P: 

E'F^Kr 
Folglich ist 

i^P = r(l_^)- 

Wir können andererseits EP durch den von der gleich- 
zeitigen Lage E des Elektrons nach dem Aufyunkte P hin 
gezogenen Radiusvektor K ausdrucken. Es ist 



FP=B, COBX = -KV^i - Bin^Z- 
Da nun ans elementai^ometrischen Gründen gilt 
sinx : sin^ =- E'E : E'P= i u |^ : r = -~ 

BO folgt 

(66) r (l - !^) = RYi^f^^, 

wobei abkürzungsweise gesetzt ist 
(66a) ^ = -L;'<1. 



§ 12. Zweites Kapitel. WelleaBtrahlung einer bewegten Panktladnug. g7 

Da die CteBchwiBdigkeit der Punktladung kleiner iBt als die 
liichl^eBcIiwindigkeit, ao igt ß ein echter Bruch. 
Die Formeln (63) und (64) ergeben jetzt 

(66 b) * 



ifVl — P'ein'tfi' 



(66c) r- **■ 



ftls die elektromagnetiBchen Potentiale der gleich- 
förmig bewegten Puuktladung. Wie man siebt, hängt 
ihr Wert zur Zeit t nur ab von der L^e des Aufpnnktes, 
bezogea auf die gleichzeitige Lage des Elektrona und auf die 
Bewegui^Brichtung. Führen wir Koordinaten X, Y, Z ein, 
mit E als Eoordiuatenursprung imd der Bewegangsrichtung 
als X-Achse, so gilt 

(67) = f K = ^, «, = «.-^0, 

wenn 



(67 a) s=Ryi-ßUin^i>=yX^+{\-ß^)(Y^-i-Z') 

gesetzt wird. 

Bezogen auf ein mit dem Elektron mitbewegtes Bezugs- 
system, sind die elektromagnetiachen Potentiale, und mithin 
die Felder des elektriBcheu und des magnetischen YektorB, Ton 
der Zeit unabhängig. 

Indem wir das mit dem Elektron translatoriach bewegte 
Bezugssystem zugrunde legen, können wir das elektromf^ettsche 
Feld aus (28), (29) ohne weiteres ableiten. Wir haben nur 
zu beachten, daß die vom bewegten Bezugssystem aus beurteilte 
zeitliche Änderung des Vektors « (vgl. Bd. I, Gl. 116, S. 1161 



ist. Daraus folgt 



^f-T"+W«-0 



c dt P 3X 
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Ea ergibt daher (29) 



(67 b) 



e = - ^* 



.ßl\- = -ii^ß')l' 



■dX 



dz'i 



nach Ausführung der Differentiationen, folgt 



eX 



eY 



oder, ie vektorieller Sehreibweiae 

(67d) e = (i-^')'*- 



e.=(l-^*)'/i 



Der elektrische Vektor weist parallel dem von 
der jeweiligen Lage des Elektrons aus konstruierten 
Radiusvektor 9t. 

Andererseits ergibt sich aus (28) für die Komponenten des 
magnetischen Veirtors: 



(67e) 



§» = 



8% 



,34 



~»Z ^BZ 






dY 



oder, Tektoriell geschrieben 



(67f) 



§ = -1«" 



■bY 



G-^-M- 



Der magnetische Vektor steht senkrecht auf der 
Bewegungsrichtung des Elektrons und auf dem Radius- 
vektor M. Das durch (67 d, f) beatimnite Feld führt die Punkt- 
ladung bei ihrer Bewegung mit, 

Das elektromagnetische Feld einer gleichförmig bewegten 
Punktladung ist zuerst von 0. Heaviside'^) angegeben worden. 
Es entspricht dem Felde eines gleichförmig bewegten Elektrons 
in Entfernungen, die groß gegen die Abmessungen des Elek- 
trons sind. 
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Wir berechnen noch den dnrch die Örunii gleich ung (V) 
bestimmten Vektor 



derselbe gibt die elektromagnetiBche Kraft au, welche auf die 
Einheit der mitbewegtan Ladung wirkt. Es ist nach (67 b, e) 



s.= 



— (1-^^) 



9* 



öS 



oder, vektoriell gescbriebeu 



(68) 



S = -V'i*; w = a-ß»)l 



Die elektromagnetische Kraft auf die mitbewegte 
Einheit der Ladung stellt sich als negativer Gradient 
eines Skalars W dar. Dieser wird das „Konvektioas- 
potentiaL" genannt. 

Wir wollen die Flächen konstanten Konvektionspotentiales 
konstruieren. Diese Flächen 

(68 a) 



s* = X* + (l-^')(r*+Z») = Con3tanB 



sind abgeplattete BotatioDsellipsoide; ihr Mittelpunkt fällt in 
die Punktliiduog, ihre Rotationsachse in die Bewegungsrichtung; 
ihr ÄchsenTerhältnia ist 



(68b) 1/T^M. 

Diese EUipsoide werden Heaviside-Ellipsoide genannt; 
ihre Abplattung wächst mit wachsender Geschwindigkeit der 
Ladung. 

Setzt man /3 = 0, eo geht das Feld des Vektors Jt in das 
elektrostatische Feld, das Konvektionspotential W in das elektro- 
statische Potential über; die Schar der einander ähnlichen 
Heaviside- EUipsoide geht in eine Schar konzentrischer Kugeln 
über. In der Theorie der Konvektions Strahlung spielt das 
Konvektionspotential eine ähnliche Rolle wie das elektro- 
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ataliftche Potential in der Elektrostatik. Die Äquipotential- 
flächen eine» ruhenden, geladenen Körpers sind, iu großer 
Entfernung von dem Körper, stete konzentrische Kugeln. Dem- 
entsprechend nehmen die Fachen konstanten Konvektions- 
poteutiaJes in dem von einem gleichförmig bewegten Elektron 
erregten Felde, in großen Entfernungen vom Elektron stets 
die Form von HeaTiside-EUipsoiden au; senkrecht zu diesen 
Flächen ist die Kraft gerichtet, welche das Elektron auf eine 
mit gleicher Geschwindigkeit ihm parallel bewegte Ladung 
ausübt. 

Die Feldstärken (Ö7d, f) nehmen, mit wachsender Ent- 
fernung von der erregenden Ladung, umgekehrt proportional 
dem Quadrat der Entfernung ab. Bei gleichförmiger Bewegung 
des Elektrons hildet sich demnach keine Wellenzone aus, es 
findet keine Energieahgahe durch Strahlung statt, sondern es 
wird die Energie vom Elektron konvektiv mitgeführt. Das 
gleichförmig bewegte Elektron stellt eine reine Kon- 
vektionsstrahlung dar. Eine Wellenstrahlung wird nur 
dann entsandt, wenn die Geschwindigkeit der bewegten Ladung 
sich dem Betrage oder der Richtung nach ändert. 

% 13. Das Eeld einer nugleichrdimig bewegten Funktladmig, 

Die allgemeinen Formeln, welche wir in § 11 für die 
elektromagnetischen Potentiale einer Punktladung gewonnen 
haben, gestatten es, das Feld einer beliebig bewegten Punkt- 
ladung zu ermitteln. Beschränken wir uns auf den Fall der 
Unterlichtgeschwindigkeit, auf Beschleunigungen, welche dei' 
Bedingung (63b), und auf Entfernungen, welche der Be- 
dingung (63a) genügen, so stellen die so zu erhaltenden 
Formeln das Feld eines imgle ichformig bewegten Elektrons 
dar. Sie sind insbesondere darum von Interesse, weil sie die 
Wellen Strahlung eines beschleunigten Elektrons enthalten. 

Wir schreiben die Ausdrücke (63, 64) der elektromagne- 
tischen Potentiale folgendermaßen: 

(69) 0^1 «=;-;, 
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wobei wir abkflrzangsweise 

(69a) 5_r(l-y = r-i(Bt) 

setzen. 

Dabei bedeutet t den Radiusvektor, der von der bewegten 
Punktladung nach dem festen Äufpunkte P gezogen ist. Wir 
nehmen die Bewegung der Punktladung als gegeben an und 
betrachten demnach t als bekannte Funktion von f. Die Ge- 
schwindigkeit des Elektrons zur Zeit t' ist 

(69b) B = ^ 11-, 

und deren Komponente parallel dem nach dem Äufpunkte hin- 
gezogenen Radiusvektor: 

(69c) », g. 

Femer ist die Beschleunigung, die das Elektron zur Zeit 
t' erfahrt: 

(69d) i~ll- 

Der ZOT Zeit t' von der Punktladung entsandte Beitrag 
trifft nun nach Durchlaufung des Latenawegea r im Au^unkte 
P ein, also zur Zeit 

(70) t-t'+r.. 

Ist andererseits der Äu^unkt P gegeben und die Zeit t des 
Eintreffens der Störung in P, so ist, durch Gleichung (70), 
die Zeit t' des Entsenden» in eindeutiger Weise bestimmt. Es 
ist diejenige Zeit, zu der die auf den Äufpuokt hin sich mit 
Lichtgeschwindigkeit kontrahierende Kugel die Punktladung 
trifft. Für den hier behandelten Fall der Unterlichtgeschwindl)^- 
keit ist Zeit und Ort des Treffens eindeutig bestimmt, wenn 
die Bew^nng der Ladung gegeben ist. 

Bei gegebenem Anipunkt ordnet sich also, gemäß (70), einer 
jeden Zeit t des Eintreffens eine Zeit t' des Entsendens zu. 
Dem Übergang znr Zeit t + dt des Eintreffens entspricht, bei 
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festgebaltenem Äufponkt, ein Übergang zor Zeit t' + rfC des 
Entsendena; dabei ist, nach (70), 



' ~ a* "r - J*' 31 ' 



St 



e dt' dt 



oder, nach (69c und a), 
(70a) 



et 



1 — 



Diese Relation ist dem Sinne nach durchaus mit der 
Gleichnag (64cj identisch. Sie unterscheidet sieb von ihr nur 
der Form nach, indem wir dort totale, hier partielle Dime- 
ren tiationBzeicbeo gebrauchen. Daß geschieht darum, weil wir 
den Äufpunkt F nicht ein iiir allemal festhalten, sondern ons 
die Freiheit lassen, bei festgehaltener Zeit den Au^unkt P za 
verrücken. Einer solchen Verrückung des Anfpunktes würde 
eine .Änderung der Zeit (' des Entseudens entsprechen, die 
wir in karteHischer Schreibweise durch die partiellen Differential- 
quotienten nach den Koordinaten des Anfpunktes auszudrücken 
hätten. In Tektorieller Schreibweise wird die Veränderung 
von (' bei Verschiebimg des Aufpunktes durch den Grddienten 
VC sich ausdrucken. Nach (70) ist 

= vr + ^ Vr. 

Bei der Berechuung des Gradienten von r ist nun mit 
Vorsicht zu verfahren. Würde nur der Aufpunkt verschoben 
und der Ort der Punldladung festgehalten, so würde der 
Gradient des Abstandes r mit dem vom Elektron zum Äuf- 
punkte binweisenden Einheitsvektor t^ identisch sein. Nun 
entspricht aber der abgeänderten Zeit (' des Entseudens eine 
Verrückung der Punktladnng, die zu einer Abatandsändening 



dr 
dt 



,Wt' B,VC 



Veranlassung gibt. 



Es wird demnach Vr = tj — u^Vi', so daß man erhält 

1 



o = (i-^)vr 



r,- 
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Hieraus folgt, mit BückBicht auf (70a) 

(70b) vr = -''|f 

Daneben ergibt sieb 
(70e) Vr = t4'-. 

Würde man anderereeita, bei festgebaitenem Äufpunkte, 
r partiell nach der Zeit t difFerentiieren, so würde nur der 
ZuwacbB des Abstandes infolge der Abänderung der Zeit (' des 
Sntsendens und der bierdurcb bedingten Verrückuug der Punkt- 
ladung in Fr^e kommen; es wird 

Durch partielle DiflFerentiation nach der Zeit und nach 
dem Orte des Aufpunktes sind aus den elektromagnetischen 
Potentialen (69) die Feldstärken, gemäß (28) und (29), ab- 
zuleiten. Um diese Differentiationen durchführen zu können, 
müssen wir noch angeben, wie s und D naph Zeit und Ort zu 
difFerentiieren sind. Was zunächst s anbelangt, so ist dasselbe, 
nach (69a), bei gegebenem Aufpunkte nur Ton t' abhängig. 

Man hat daher ;, , ~.. 

öS d« dt 

Fi^ dt' W ' 
und, nach (69 a bis d): 

(71, |'=j_.,-i(H)+^l|^. 

Der Gradient von s hingegen ist 

Vs = V»--|V(tir). 

Wie bei der Berechnung des Gradienten Ton r, so ist auch 
bei der Berecbnui^; des Gradienten des akalaren Produktes 

(Ut) - x»^ + ytt^ + m, 

zu beachten, daB nicht nur der Aufpunkt verschoben wird, 
sondern daß dem Terschobenen Aulpunkte sich, gemäß (70), 
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eia anderer Ort der Punktladnng zuordnet. Die a^-Komponente 

des bei festgehaltener Punktladuiig genommene □ Gradienten 
Ton (Br) ist 

Sx "' 

Es ist demnach der erste Bestandteil des Gradienten gleich 
B. Der zweite, infolge der Yerrückimg der Punktladui^ hinzu- 
tretende Bestandteil ist 

Eb wird demnach, gemäß (70b) 

V(.r) = »-^((ör)-B^)e^. 
Mit ßücksicht auf {70c) folgt endlich ab Gradient TOn s: 

(71a) V. = t,|l-H^(6t)-^)^^-|. 

Was die partiellen Differentialquotieuten von D Dach t, x, 
y, s anbelangt, Bo gilt, da D nur von t' abhängt, nach (69d) 

(71b) %-i%. 

In entsprechender Weise gilt z. B. 

Daher ist die a;-Komponente von cnrlO 

Entsprechende AuBdrficke gelten fSr die übrigen Komponenten; 
wir faseea 8ie, Gleichung (70b) berücksichtigend, zu der Vektor- 
gleicbung zusammen: 

(71c) curU--i[6M^'. 

Wir haben jetzt die Mittel gewonnen, um auf Grund der 
Formeln (28, 29): 
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* ^* e dt> 

^ ^ curl Ä, 

au8 (69) dfts elektrom^^etische Feld abzuleiten. Wir erhalten 

a_±^^ 1 8» I e» 8s 

^ s' ^^ ~ge' 8t~^e'e'8t' 

Nach (71a) iet hier zu setzen 

Ferner folgt ans (71) und (70a) 
mitbin 

Mit Rücksicht auf (71b) und (70a) wird demnach der 
folgende Ausdruck des elektrischen Vektors erht^ten: 

P^) « = -^(Xr+pK-!l-(i-^*+>)lS9"; 

dabei ist^ abkürznngs weise, 

(72a) ,3'-^ 

gesetzt worden. 

Der m^netiache Vektor hingegen wird, nach Hegel (x) 
in Bd. 1, S. 453. 

Hierin sind die Ausdrücke (71c) und (7la) einzutragen, und 
es ist wieder, nach (70a), s durch r and (^ ] auszudrücken. 
Dann folgt, aJs Ausdruck des nu^etiBchen Vektors, 

(78) » = ^. [brj (%)• + ^ [».] { 1 - ^- + i (ft) 1 (%)■■ 

Die Formeln (72) und (73) stellen das elektro- 
magnetische Feld einer beliebig bewegten Punkt- 
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ladung dar. Die elektrische Feldstärke setzt sich aus zwei 
Vektoren zusammen. Der erste Vektor ist der Beschleunigung 
der Panktladung zur Zeit /' entgegengerichtet. Der «weite 
Vektor ist parallel zu 

(73a) 9l„,jr,-^-]=r-n{- 



Um diesen Vektor geometriacli zu interpretieren, gehen 
wir auf die Abhildung 2 des vorletzten Part^raphen zurück. 
Wir haben es hier allerdings nicht wie dort mit gleich- 
förmiger, sondern mit ungleichförmiger Bewegung zu tun. 
Betrachten wir indessen, statt der wirklichen Bewegung, eine 
solche, die gleichförmig mit der Geschwindigkeit D erfolgt, 
welche die Punktladung gerade zur Zeit t' des Entsendens 

(im Punkte E') besaß, so wird sie während der Latenazeit 

die Strecke E'E — B ■ - beBchreiben, 9t wird dann der Vektor 
c 

EP der Figur 2, der von dem gleichzeitigen Orte des Elektrons 

nach dem Äufpunkte hin g^ogen ist Diesem Itadiusvektor 

parallel weist der zweite Bestandteil des elektrischen Vektors. Bei 

einer wirklich gleichförmigen Bewegung geht er in (67 d) über. 

Den mi^netischen Vektor können wir in der Form schreiben : 

(73b) $ = [r,e]; 

derselbe steht mithin senkrecht auf dem vom Orte des Ent- 
sendens E' nach dem Aufpunkte hin gezogenen Radiusvektor, 
und auf dem elektrischen Vektor. 

Wir sind nunmehr in der Lage, den allgemeinen Äus- 
dmck der elektromagnetiBchen Kraft anzugeben, welche die 
Funktladung e auf eine zweite, zur Zeit t den Aufpunkt P 
mit der Geschwindigkeit b' passierende Punktladung e ausUbt. 
Diese Kraft ist, der Gnindgleichung (V) gemäß, 

Durch Einführung von (73b) erhalten wir 
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und erketmen, daß diu Kraft io der Ebene der Vektoren t, 
und 6 liegt. Nach Regel (Ä) in Bd. 1, 3. 452 können wir auch 

schreiben 

(73c) ,'jj = e'jg(l-'^)+'i(B'e)). 

Wir können diese Kraft mit K. Schwarzschild") als „ele- 
mentare elektrodynamische Kraft" bezeichnen. Dieselbe 
hüigt ab Ton Geschwindigkeit und Beschleunigung der Ladung 
e zur Zeit des Entaendens und von der Geschwindigkeit der 
Ladung e', aui' welche die Kraft wirkt, zur Zeit des Eintreffens 
der Erregung. 

In der Femwirkungatbeorie der Elektrodynamik stellte 
man ein Elementargeaetz fdr die Wechselwirkung zweier elek- 
trischer Ladungen an die Spitze und suchte auf diesea die ganze 
Theorie zu begründen. Wir haben, den Vorstellungen der 
Maxwellschen Theorie gemilß, die einfache und exakte ßnind- 
l^e der Elektrodynamik in den Differentialgleichungen des 
elektromagnetischen Feldes gesehen. Als entfernte Folgerung 
jener (Jrundgleichnngen hat sich nunmehr ein Elementargeaetz 
für die Wechselwirkung zweier Elektronen ergeben; dasselbe 
ist indessen weder einfach noch in Strenge gültig. Wissen 
wir doch, daß das wirkende Elektron nur dann als Punkt- 
ladnng betrachtet werden darf, wenn die Bedingungen (6.^a) 
und (63 b) erfüllt sind. Nur in dem durch diese Bedingungen 
eingeaehränkten Gültigkeitsbereiche wird man mit dem Ele- 
meutai^esetze (73c) operieren dürfen. Innerhalb dieses Be- 
reiches kann man, wenn die Bewegung des ersten Elektrons 
vorgegeben ist, aus Gleichung (70) für jeden Ort des zweiten 
Elektrons die zugehörige Zeit t' des Entsendens, und aus (73c) 
die zur Zeit t auf das zweite Elektron ausgeübte Kraft er- 
mitteln. Um aber die Rückwirkung auf das erste Elektron 
berechnen zu könueu, muß man die Beschleunigung kennen, 
welche diese Kraft dem zweiten Elektron erteilt; hierfür reichen 
jedoch die bisherigen Entwickelungeu keineswegs aus. Viel- 
mehr werden wir zur Berechnung der Bewegung eines Elek- 
trons bei gegebener Kraft erst im nächsten Kapitel die Hilfa- 
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mittel gewinnen. Dort werden wir auf die Grundgleiehnngeii 
(I) bis (Vj zorQekgehea, und in einfachen Fällen näh erongB weis« 
gültige LöBUDgen derselben ermitteln. Solange nns die Lösimg 
dee „Einelektroaproblf^inee" noch nnbekannt ist, kann nua das 
Gesetz der elementaren elektrodyn am lachen Kraft nur von ge- 
ringem Nutzen sein. Es bestimmt zwar die Krüft, aber nicht 
die Bewegung, welche eich die beiden Elektronen gegenseitig 
mitteilen; es fuhrt nicht einmal zur Aufstellung der Differenüal- 
gleichuugen dee „Zweielektronenproblemes", 

Wir kehren zurück zu den Formeln für das elektro- 
inagnetieche Feld. Nach (T3bj ist 

[©r,l = -[r,[r,C]] = €-t,(r,6). 
Da nun nach (72) aich ei^bt 

Bo folgt, mit Rücksicht auf (70a}: 



nnd somit 

(73d) 



eine Formel, die der Formel (73 b) als Gegenstück gegenübertritt, i 
In der WeUenzone, wo die Feldstärken umgekehrt pro- 
portional der Entfernung r abnehmen, vereinfachen sich die] 
Ausdrücke (72,73) der Vektoren ffi, §. Es wird 

« = -ä(l9'+l^C«'.){r.-|)(|9'- 

Berücksichtigen wir, daß nach (70a) 

d£ 1 1 

8t 



1 — 



(«,)■ 



und daß daher 



(•..'.- :)-'-'^=i^(M) 




g 13. Zweites Kapitel. Wallenatrablung einer bewegten Punktladung. 99 
igt, SO erhalten wir 

e-7^fny|i'.-fi(«'.)-'{'.. •.-•)). 

oder, nach Regel (6) in Bd. I, S. 452 



Dabei ist 



(74a) 



_ Jt 



wo 8t den durch f73a) definierten und oben geometrisch ge- 
deuteten Vektor vorstellt. In der Wellenzone steht, nach 
(74), der elektrische Vektor senkrecht auf dem Eadius- 
Tektor r, der von dem Orte des Entsendens aus kon- 
struiert ist. Er liegt in der Ebene der Vektoren 91 
und i. Die Formel l73d) geht in der Wellenzone über in 

(74b) e = [@t,]; 

da andererseits allgemein (73b) gilt, so folgt: in der Wellen- 
zone stellen 6, § und t^ ein System dreier wechsel- 
seitig aufeinander senkrechter Riehtungen dar; der 
elektrische Vektor ist dem Betrage nach dem magne- 
tischen gleich. Der StrahWektor 

(74c) S = ^ m] ^ ^ [« Ir,®]] = r, ^ e^ 

weist parallel dem von der Pnnktladung aus ge- 
zogenen Radiusvektor. 

Es liegen demnach hier durchaus dieselben Verhältnisse 
vor wie in der WeUenzone eines ruhenden Dipols (Vgl. § 9). 
Die jetzt erhaltenen Formeln müssen natürlich, wenn man zu 
langsamer Bewegung des Elektrons übergeht, in die damals 
aufgestellten Formeln (54) übergehen Das trifft in der Tat 
zu; denn nehmen wir |||| klein gegen c an und setzen dem- 
gemäß ^7 = 1, so ergibt (74) denselben Ausdruck von ft, 
welcher dort aus (54) und (54a) folgte. Die nunmehr ge- 
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wonnenen aUgemeinen Formeln für die Feldstärken der ent- 
sandten Wellen unterliegen nicht den EinBcbränkungen, unter 
denen wir dort das Prohlem der Lichtstrahlung behandelten. 
Die hier abgeleiteten Relationen bestimmeii die 
Wellenatrahlung, die von einem beschleunigten Elek- 
tron aoBgesandt wird, aneh dann, wenn die Ge- 
schwindigkeit dee Elektrons von der Ordnung der 
Lichtgeschwindigkeit wird. Nor die Überlichtgeschwindig- 
keit, die unmittelbare Nachbarschaft der Lichtgeschwindigkeit 
sowie der Fall einer außerordentlich raschen, stoßartigen Ge- 
schwindigkeitaäuderung sind durch die Bedingung (63b), die 
allen unseren Entwiekelungea zugrunde liegt, ausgeschlossen. 
In den beiden nächsten Paragraphen werden wir weitere Folge- 
rungen aus unseren Resultaten ableiten. Wir werden die ge- 
samte Energie und Bewegungsgröße berechnen, die von einer 
rasch bewegten Punktladung ausgestrahlt wird, und werden 
alsdann die Rückwirkung der Strahlung auf die bewegte Ladung, 
in allgemeinerer Weise als im § 9, bestimmen. 

§ 14. Theorie des be^vegten leuchtenden Punktes. 

Die Kenntnis der Energie und der Bewegimgsgröße, die 
ein beliebig rasch bewegtes Elektron bei einer Geschwindigkeits- 
ändening ausstrahlt, ist, entsprechend der Mannigfaltigkeit der 
von der Elektronen theorie umfaßten Vorzüge, in mehrfacher 
Hinsieht von Wichtigkeit. Erstens kann man auf Grund dieser 
Kenntnis sich ein Urteil darüber bilden, inwieweit es gestattet 
ist, bei einer ungleichförmigen Elektronenbewegung die Energie 
und die Bewegnngsgröße als vom bewegten Elektron rait- 
geführt anzusehen. Bei einer stationären geradlinigen Be- 
wegung ist das stets gestattet; diese stellt eine reine Konvek- 
tions Strahlung dar. Die ungleicbiormige Bewegung ist keine 
reine Eonvektionsstrahlung, ein Teil der Energie und Be- 
wegungsgröße wird dabei in Wellenstrahlung verwandelt. Bei 
wenig beschleunigten „quasi stationären" Bewegungen kommt 
jedoch die ausgestrahlte Energie und Beweguagsgröße gegen- 
über der mitgefiihrten kaum in Betracht, sie kanu bei manchen 
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Aufgaben, z. B. tei der Ermittelui^ der BeacMeunigung und 
Ablenkung der Elektronen durch äußei-e Felder, ganz vernacb- 
lässigt werden. Wann diese Vemacbläsaignng gestattet ist und 
wann aicbt, das kann man eret dtinn beurteilen, wenn man 
die au B gestrahlten Anteile der Energie und der Beweguogs- 
größe kennt. 

Treffen die im Kathodenatrahle bewegten Elektronen auf 
die Antikathode, so werden sie vermutlieh, in das Innere 
eindringend, von den Molekülen der wägbaren Materie wieder- 
holt aus ihrer Bahn abgelenkt. Hier wird die entsandte 
Wellenatrahlung von Bedeutung; nach der Stokes - Wiechertschen 
Hypothese ist sie mit der von der Antikathode ausgehenden 
Röntgenstrahlung identisch (vgl. § 3). Diese Beziehung zur 
Theorie der Röntgenstrahlen verleiht den Ent Wickelungen 
dieses Paragraphen ebenfalls ein gewisses Interesse. 

Drittens aber ist die Kenntnis der allgemeinen Gesetze 
der Wellenatrahlung einer beschleunigten Punktladung für die 
Optik bewegter Körper von Eedentnng. Wir haben in § 9 ein 
elektromagnetisches Modell des ruhenden lichtentsendenden 
Moleküles kennen gelernt; wir nahmen an, daß es aus einem 
ruhenden positiven und einem schwingenden negativen Elektron 
besteht, und zeigten (§ 10), daß die normale Form des Zeeman- 
Effektea durch dieses denkbar einfachste elektromagnetische 
Modell erklärt wird. Hat man es nun mit einem bewegten 
Molekül zu tun, ao wird man in konsequenter Verfolgung jener 
Vorstellung ein positives und ein negatives Elektron sich 
denken müsaen; die Bewegung doa positiven ist durch die Be- 
wegung des Moleküles bestimmt, während das negative Elektron 
um das bewegte positive schwingt. Ein solcher bewegter 
und gleichzeitig schwingender elektrischer Dipol 
stellt das einfachste Modell des bewegten lenchten- 
den Punktes dar. Vorzugsweise mit Rücksicht auf das 
Problem dea bewegten leuchtenden Punktes werden wir in 
diesem Paragraphen unsere Ansätze verfolgen. 

Bevor wir dazu übergehen, wollen wir unsere Theorie zu 
einigen allgemeineren Prinzipien in Beziehung setzen, die för 
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dic Optik bewegter Körper von faudanientaler Wichtigkeit 
sind. Wir denken uns wieder den mhendea Au^untt P uod 
den bewegten Dipol, der jetzt mit dem bewegten lenehteudeD 
Punkte identifiziert wird; wir verstehen unter f die Zeit, bd 
der das Licht von dem bewegten Pankte ausgesandt wird. 
unter t die Zeit, zu der es den ruhenden Punkt P erreicht 
Diese beiden Zeitpunkte sind durch die Relation (64 a) ver- 
knüpft; aus ihr leiteten wir die Beziehung ('Ij4c) ab; wir 
wollen dieselbe achreiben 

df 1 

dl 



(75) 



1 — ^ COB 9 ' 

indem wir mit ß das Verhältnis der Gescb windigkeit |P| des 

leuchtenden Punktes zur Lichtgeschwindigkeit bezeichnen und 
mit tp den Winkel, den zur Zeit ((') des Entsenden« dar Ge- 
schwindigkeitsvektor ti mit dem nach dem Aufpunkte hin 
gezogenen Radiusvektor t einschloß. Daa in dem Zeit- 
eleuiente dt' von dem bewegten leuchtenden Punkte 
entsandte Licht passiert den ruhenden Punkt P in 
dem durch (75) bestimmten Zeitelement dt. 

Die Gleichung (75) stellt die allgemeine Fassung des so- 
genannten „Dopplerschen Prinzipee"' für eine bewegte 
Lichtquelle dar. Wir gelai^en zu der gewöhnlichen Fassung 
dieses Prinzlpes, indem wir die Gleichung auf den Fall perio- 
discher Schwingungen des lichtentsendenden Dipols anwenden; 
wir bezeichnen mit t', v Schwingungsdauer und Frequenz der 
Schwingungen des Dipob, mit t, v hingegen diejenige Schwin- 
gungsdauer und Fi^equenz, welche der ruhende Beobachter 
in P wahrnimmt. Erfolgt die trän alatori sehe Bewegung des 
leuchtenden Punktes während einer Schwingung merklich 
gleichförmig und geradlinig, so gilt die Beziehung (75), 
welche die Zeitelemente des Entsendens mit denen des Auf- 
fangens verknüpft, auch für die gesamte Dauer der in der 
Lichtquelle bzw. in dem ruhenden Aufpunkte P stattfindenden 
Schwingungen; es wird 



(75a) 



v 1 — p cos ip ' 
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imd das ist eben die gewöhnliche Fassung des Dopplerschen 
Prinzipes: Die Sehwingungsdauer r der wahrgenom- 
menen Schwingungen wird verkleinert, wenn der 
leuchtende Punkt dem Beobachter sich nähert (gj ein 
spitzer Winkel), sie wird vergrößert, wenn der leuch- 
tende Punkt sieh Tom Beobachter entfernt ((p ein 
atunipfer Winkel). Bei Annäherung der bewegten Lichtquelle 
werden demnach alle Spektrallinien nach der violetten, bei 
Entfernung nach der roten Seite des Spektrums verschoben. 
Das gilt, wenn der Beobachter niht. Bewegt er sich 
dagegen mit der Geschwindigkeit B*, ho braucht die Welle, 
die in der Zeit dt den ruhenden Punkt P passiert, die Zeit 

(75b) '■- "'' '^' 



dt* = -^^ = 



ß* = 



c 



1 -~ß*aOB<p* 



q>* = ^r,i>' 



um über den bewegten Punkt hinwegzustreiehen. Es gilt folglich 

dt* _ l-^COBy 

Dieses ist die allgemeinste Fassung des Doppler- 
Bcben Priazipes. Sie fußt im Grunde nur auf der Rela- 
tion (64a); diese aber sagt nichts anderes aus, als daß die 
Lichtfortpflanzung im Räume nach allen Seiten hin mit der 
gleichen Geschwindigkeit erfolgt, und daß das Licht seine Ge- 
schwindigkeit weder infolge Bewegung der Lichtquelle noch 
infolge der Bewegung des Beobachters ändert. Nur diese Grund- 
voraussetzung der elektromagnetischen Lichttheorie kommt bei 
der Ableitung des Dopplerschen Prinzipes ins Spiel. Es sind 
demnach nur die Feldgleichungeu für den Äther, nicht die 
sonstigen Voraussetzungen der Elektronentheorie, die dem 
Dopplerschen Priiizipe zugrunde liegen. 

För periodische Lichtach wingungen bestimmen sich die 
Sehwingungsdauer i* und die Frequenz v*, welche der bewegte 
Beobachter wahrnimmt, folgendermaßen; 



(75d) 



1 — ß COB q> 

1 — (f'cogip' 
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Bewegen sich Lichtquelle und Beobachter einander parallel 
mit einer nach Richtung und Betrag konstanten Geschwindig- 
keit, so ist g* ^ ß 

ea folgt demnach aus (75c, d) 
df 



rp* = (p; 



(75e) 



r* = 



Bei gemeinsamer Tranalationsbewe^ung der Licht- 
quelle und des Beobachters fällt die Doppleraehe 
Korrektion fort. Der bewegte Punkt P wird in der gleichen 
Zeit ät' Ton der Welle überstrichen, in der die Welle von der 
bewegten Lichtquelle entsandt wurde. Dieser Satz 6ndet seine 
Anwendung auf das Licht irdischer Lichtquellen, welches von 
irdischen Beobachtern wahrgenommen wird; er lehrt, daß die 
Schwingungsdauer des wahrgenommenen Lichtes mit der Daner 
der in der Lichtquelle stattfindenden Schwingungen übereinstimmt. 

Die zur Zeit (' vom leuchtenden Punkte ausgehende 
Störung wird zur Zeit t eine Kugelfläche vom Radius 
r^c{t — t'j einnelunen. Wir wählen die Zeit t so groß, daß 
die Kugel sich bereits bis zur Wellenzone ausgedehnt hat. 
Hier sind die Feldstärken diejenigen, die wir am Schlüsse des 
vorigen Paragraphen kennen lernten. Da die Beträge der 
Feldstärken einander gleich sind, so ist die elektrische Energie- 
dichte der magnetischen gleich; die gesamte Energiedichte ist 

Wir bezeichnen mit dm den körperlichen Winkel, unter 
dem ein Flächenelement der Kugel vom Mittelpunkte aus ge- 
sehen wird. Die Breite der in der Zeit dt' entsandten Welle 
beträgt cdt, da die mit Lichtgeschwindigkeit forteilende Welle 
in der Zeit dt über den ruhenden Aufpunkt forteilt: dabei ist 
dt durch di' gemäß dem Dopplersehen Prinzip zu bestimmen 
(Gl. 75j. Die Energie der im Zeitelemente dt' entsandten Welle 
beträgt demnach 

P ldaiS.^dt=dfp idm9^~.- 
iitj inj dt 
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Dieselbe ist zwischen zwei exzentrischen Eugeläächen eot- 
halten; die Kugelfläehen eipandieren aicli mit Lichtgeschwin- 
digkeit; dabei mranit 6^ umgekehrt proportional zu r* ab, so 
daß die gesamte Energie des Wellenimpalses bei der Aus- 
breitung im Räume sich nicht ändert. Diese Bnei^ie ist in 
der Zeit dt' von der bewegten Lichtquelle in den Raum ent- 
sandt worden. Die in der Zeiteinheit ausgestrahlte 
Energie beträgt 

Wir können die Strahlung des leuchtenden Punktes auch 
auf einem anderen Wege berechnen, nämlich auf Grund des 
Poyntingachen Satzes. Der Poyntingsche Vektor weist nach 
Gleichung (74c) parallel dem Kugelradiua; es wird mitbin 
seine in der Richtung des Radius genommene Komponente mit 
seinem Betrage identisch: 
(76a) 



1 ji 



Der PojntingBche Satz bestimmt nun (vgl. § 4) den Energie- 
strom, der in der Zeiteinheit durch die Flächeneinheit einer 
ruhenden Fläche hindurchtritt. Dieser „absolute Euergie- 
strom" ist gleich der Normal komponente des Vektors S. 
Um mit Hilfe des Poyntingsche ii Satzes die ausgestrahlte 
Energie zu bestimmen, müssen wir den leuchtenden Punkt 
durch eine ruhende Fläche einschließen; wir wählen zweck- 
mäßigerweise eine Kugel, welche zur Zeit t gerade mit der zur 
Zeit (' entsandten Kugel koinzidiert. Dabei dürfen wir aber 
nicht übersehen, daß die Zeit, während deren die in der Zeit dt' 
von dem bewegten leuchtenden Punkte entsandte Welle durch 
die Kugel tritt, nicht an allen Punkten der Kugel die gleiche 
ist. Sie bestimmt sich, gemäß dem Dopplerschen Prinzip, für 
die verschiedenen Punkte der Kugel in verschiedener Weise; 
es ist eben die Zeit, die wir oben (in Gl. 75) mit (/( bezeich- 
neten. Will man mit Hilfe des Poyntingschen Satzes 
die Energie bestimmen, die von einem bewegten leuch- 
tenden Punkte entsandt wird, so hat man die Zeit, 
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während deren die Welle durch die Elemente d( 
ruhenden Fläche tritt, dem Dopplersehen Prinzi) 
gemäß zu berechnen. Die in der Zeit dt' entsandte Stra 
long wird dann, nach (76 a), 



•''jdmSdt = df''llf, 



da>&§. 



i 



Man sieht sofort, daß für die sekundliche Strahlung d' 
bewegten Lichtquelle ein Ausdruck folgt, der mit (76) genau 
übereinstimmt. 

Man kann nun aber auch statt der ruhenden Fläche ein 
dem leuchtenden Punkte parallel mitbewegte Fläche zugrunde 
legen. Pur eine solche fällt, wie wir oben zeigten, die 
Dopplersche KoiTektion fort. Die in der Zeit dt entsandte 
Welle tritt in dem gleichen Zeitintervall dt' durch die gleich^ 
förmig mitbewegte Fläche. Auf eine bewegte Fläche i 
aber der Pojntingsche Satz nicht ohne weiteres a 
zuwenden. Es ist vielmehr zu berücksichtigen, daß zu de: 
absoluten elektro mag ueti sehen Energie stro m , der nach der 
PoyntingBchen Theorie im Räume stattfindet, derjenige Enärgii 
ström tritt, der allein eine Folge der Bewegung der Fläc! 
ist. Der letztere beträgt pro Flächeneinheit 



»"ÄI-S^ + ^'l- " 



wenn B„ die parallel der äußeren Normalen genommene Kot 
ponente der Geschwindigkeit der bewegten Fläche ist; denn 
die Energie, die infolge der Bewegung der Fläche in der Zeil! 
einheit durch die Flächeneinheit tritt, ist gleich U„, multipliziert 
mit der Energiedichte; sie tritt bei der Bewegung von außen 
nach innen; S^, die Normaikom ponente dea Poyntingschai 
Vektors, gibt dagegen den durch die Veränderung des Feldes 
allein bedingten, Ton innen nach außen tretenden Energiestroi 
an. Die Differenz 

(76b) ®^_»^jr + &*) 

stellt den Energieatrom durch die bewegte Fläche, oder, 
wir sagen wollen, den „relativen Energiestrom" dar. 
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Die Anwendung auf imsero, den gleichförmig bewegten 
leuchtenden Punkt elnacbließeude mitbewegt« Kugel ergibt, da 
die Gfeschwindigkeit der Kugel mit ihrer Normalen den Winkel <p 
einschließt, und da in der Wellenzone 6*=§* ist, gemäß (76a} 

LgVf-|B|coBQ:) = -^-e»(l - ßcoBw) 

als Wert des relativen Energiestromes. Die in der Zeit- 
einheit durch die ganze Kugel hindurchtretende Energie wird 
demnach 



''^ I d(oiS%l - ß cos ip); 



dieser Ausdruck stimmt, nach (75), wiederum genau mit dem 
in (76) erhaltenen Werte für die in der Sekunde ausgestrahlte 
Energie iiberein. 

Die sinngemäße Anwendung des Pojntingschen Satzes 

I ergibt demnach in jedem Falle den richtigen Wert för die 
Strahlung, die von der bewegteu Lichtquelle entsandt wird. 
Dabei kann man eine ruhende oder eine mitbewegte Fläche 
der Anwendung des Poyutingschen Satzes zugrunde legen. 
Im ersteren Falle ist die Dopplersche Korrektion zu beriick- 
sichtigen; im letzteren Falle fällt zwar die Dopplersche Kor- 
rettion fort, es ist jedoch der Pojntingsche Satz mit Rück- 
eicht auf die Bewegung der Fläche zu korrigieren. 

Das Dopplersche Prinzip und der Poyntingsche Satz sind 

' die Grundpfeiler der Strahlungstheorie. Derjenige, der sich 
mit ihnen nicht gründlich vertraut gemacht hat, ist deu Pro- 
blemen der Optik bewegter Körper nicht gewachsen. Denn 
es wird ihm nicht gelingen, zwischen der Skjlla des Doppler- 

fschen Prinzipes und der Charybdia des Poyntingschen Satzes 

[ unversehrt hindurch zusteuern. 

Neben der ausgesandten Energie ist für die Mechanik des 

j bewegten leuchtenden Punktes die ausgesandte Bewegungsgröße 

fvon Wichtigkeit. Wie wir in § 5 allgemein gezeigt haben, 
ist die Dichte der elektromagnetischen BewegnngsgrÖße dem 
dnrch c' dividierten Strahlvektor gleich. In der Wellenzone 
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des leuchteaden Punktes ist mithia, nach (74 c), die Dichte der 
Be wegiiD gagr ö ß e 



»1 r- «'■ 



e» 



m 



Dieser Vektor iat au Stelle der Energiedichte 

die Formel (76) einzusetzen, nni die in der Zeiteinheit 
von dem bewegten leuchtenden Punkte entsandte Be- 
wegungsgröße zu erhalten: 

d« r' /", „„ dt 

dt lij/ ' ''( 



(77) 



In (76) und (77) iat unter © die Feldstärke der vom 
bewegten leuchtenden Punkte entsandten Wellen zu verstehen. 
Handelt ea sich um eine gleichförmige geradlinige Bewegung 
des leuchtenden Punktes, so iat nach der Vorstellung, die wir 
uns von dem Vorgange in der Lichtquelle machten, das posi- 
tive Elektron in gleichlormiger, geradliniger Bewegung be- 
griffen, nährend das negative Elektron kleine Schwingungen 
um das positive ausführt. Wir wollen voraussetzen, daß die 
Geschwindigkeit der Schwingungsbewegung klein ist gegen 
diejenige der gemeinsamen Translation. Aladaon ist unter D 
in (74) der konstante Geschwind igkeitsvektor der bewegten 
Lichtquelle zu verstehen. Der daselbst auftretende Vektor 
(vgl 73 a) 
a7a) M^,jr^_l 






gewinnt in diesem Falle eine vereinfachte Bedeutung, Es ist 
(vgl. Abb. 2 in § 12) der Radiusvektor, der nach dem Äufpunkte 
von dem gleichzeitigen Orte der Lichtquelle aus gezogen ist. 
Das gleichförmig bewegte positive Elektron trägt nichts 
zur 'Strahlung bei; denn die Feldstärken des von ihm eiTegten 
Feldes nehmen (vgl, § 12) mit dem Quadrate des Abstandes ab und 
verschwinden iu der Wellenzone gegen diejenigen des schwingen- 
den negativen Elektrons. Wir können mithin für 6 den Aus- 

druck (74) einfuhren. Dabei ist -^ dasselbe (vgl 70a), was 

wir jetzt als Dopplersche Korrektion bezeichnet und, auf eineu 



I 
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festgelialtenen Au^nnkt uns beziehend, -jr geschrieben haben. 
Nach- (75) wird daher 

Unter D iat dabei die konstante Geschwindigkeit des 
leuchtenden Punktes zu verstehen, unter i die Beschlennigmig 
des schwingenden negativen Elektrons. Es ist zu betonen, 
da8 die obigen Einschränkungen sich nur auf die Anwendung 
beziehen, die wir von unseren Formeln machen. Handelt es 
sich um die Energie und Bewegungagröße, die von einem 
einzelnen beschleunigten Elektron ausgesandt werden, so sind 
unsere Formeln in dem Bereiche gültig, den wir bereits in § 11 
umgrenzten; ti und i stellen dann die Geschwindigkeit und die 
Beschleunigung dar, welche dem Elektron zur Zeit t' des Ent- 
sendena erteilt wurden. Nur die Auwendung auf die Theorie 
des bewegten schwingenden Dipols grflndet sich auf die er- 
wähnte vereinfachende Annahme, daß der periodische Teil von 
klein ist gegen den konstanten, die Tranalationsgeschwindigkeit 
des Dipols darstellenden Teil. 

Nach Regel (3) in Bd. I, S. 452 ist 

[r.['-i-7.*]]=(t,-|)(ör,)~6(l-^cosv). 
Berflcksichtigt man nun, daß 
(77 e) (t, - !)'=- ^^l + ß^-2ß cos 9, 

so erluilt man 
(77 d) e« = fvä='^a (6^(1 - ß cos y)»- (»r.)'(l - ß^) 

-t-|(öti)(Ör,)(l-^eos9))|, 

wobei übrigens, nach (74c), durch (P zugleich der Strahlvektor 

bestimmt ist: 

(77 e) 6 = ri 



4iC 



Wir ziehen nun zuiüichst zwei spezielle Fälle in Betracht, 
nämlich erstens den Fall, daß die Schwingungen des negativen 
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Elektrons parallel, und zweitens den, daß sie senkrecht zur 
Bewegungsrichtung der Lichtquelle erfolgen. 

I. Longitudinal schwingender Dipol. 
Hier gilt (itj)'=6"co8>, 

' (fiB)(Ör,) = i'ßcoaip. 

Ea wird daher aus (77 d) nach einigen Umformungen 

nfC\ IB' = — ^ '"'^"'"y 

Die Einführung in (76) und (77) ergibt, bei Berück- 
sichtigung von (75), 
,_jj > dW, __ e'ö' r ÄEHin'qi 

für die ausgestrahlte Energie, und 

f7ßM — ^" — *'*' r^imti BJn'ji 

^ ■' dt' i^c'J (l -pcoa?.)' 

für die ausgestrahlte Bewegungsgröße. 

II. Transversal schwingender Dipol. 
Hier gilt 

(Bä) = und (Dti)'=Ö''9inVeosn, 

wenn g den Winkel der Ebenen der Vektoren (O, n) und (ti, tj) 
anzeigt, ip, £ denmach Polarkoordinaten der Einheitskugel sind. 
Es wird 

(79)e^ = ,V^,^''p,,,^). |(l-<3cusyr-(l-^')sinVcos'S|- 

Die Einführung in (76) und (77) ergibt 

1 



(79 a) 
(79h) 



dW, 
dt 



inc'J \{ 



1(1 — pcoBgj)' 
dC iuc'J » 1(1 — pcog9>)" 

'- "^ ' * (1 — pC08(p)'J 
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fOr die bei transversalen Schwingungeii stattfindende 
Strahlung von Energie und von Bewegungsgröße. 

Was die aufstrahlte BewegnngsgröBe anbelangt, so er- 
kennt man ohne weiteres, daß nur die der Bewegungsr ich taug 
parallele Komponente von NnU verschieden sein kann. In der 
Tat, betrachten wir zwei Punkte der Einheitskugel, die sieh 
in bezug auf die Bewegungsrichtung spiegelbildlich entsprechen, 
d. h. dasselbe tp und ein um 180" verschiedenes £ besitzen, so 
sind die den beiden Funkten zugehörigen Einheitsvektoren r^ 
in (78 b) mit demselben Ausdruck multipliziert und ebenso 
in (79 h). Es zerstören sich also die Beiträge der betreffenden 
Elemente der Einheitskugel hinsichtlich der zu ti senkrechten 
Komponenten, und es bleibt nur die zu H parallele Komponente 
übrig. Führen wir die neue Integrationavariable 

M = — cos Ip 
ein, wodurch 

dm = dud^ 

wird, 80 ei^bt die Integration nach £: 

"(1- 

.1« ' 



-I 

md^ _''*'- h '""' hu{-u){i-u ^ 

-1 

1+1 +1 1 

f_du_ I - p* Cäuil- u*) 

J(l + ßu)' 2 J (1 + ßuy ' 

-1 . -1 I 

<-79fi_^ = t,f!^l rdw(- «) 1-^' rd^(- „)(!-. «■) ! 
'•*'-' df "2c'?|j(i+M' 2 J {1+ßuy [■ 

Zur Auswertung der Int^rale schreitend, setzen wir ab- 
kürznngsweiee 
(80) «» - 1 - ,J». 
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Es gilt ^j 

/ ' du 2^ 

dater 

-1 -1 

Ferner findet maa leicht 

— I 
und folglicli 

+ 1 +1 



-1 
da außerdem 



üCi + p") 



f_du_ _ 
iet, so vrird sclilteBHclL 

-1 

AaderereeitB ergibt sich aas (80a): 
+ i +1 

/ dww' £^ rdwc— w) 2(1+ sp») 

-1 -l 

und mit Kücksicht auf die leicht abzuleitende Beziehung: 

+ 1 

/ ' dw _ 2(3+^ *) 



— 1 

+ 1 

f'du{l~-u') 



A 



(l + ßu)* 3)1* 
-1 
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woraus endlich folgt: 



+ 1 +■ 

(80 d) fdu(-«)(l- u'} 1 d fü 

-1 -1 



+ 1 

rftt (! — «') 
(1 + ^«)* 






Nach (79c,d) nnd (80c,d) wird die von longitudi- 
nalen Schwingungen des Dipola ausgestrahlte Energie 
und BewegnngsgröBe: 

dt' 



("81) 
(81a) 



Sc'k" 



d9, _ ifV 
df "se'x*" 



Aus (79e,f) hingegen, in Verbindung mit (80a bis d), folgt 
die Ton transTerealen Schwingungen des Dipols aus- 
gestrahlte Energie und Bewegungsgröße: 



(81b) 
(81c) 



' df 

d9, 
■ df 



2e'b' 

S c'x*' 



Es ergibt sich also, bemerkenawerterweise, die 
Strahlung bei transversalen Schwingungen im Ver- 
hältnis x^ = l — ß* kleiner als bei longitudinalen 
Schwingungen. Bei langsamer Bewegung, wenn ß* gegen 1 
zu vernachläsaigen ist, kommt natürlich dieser Unterschied 
nicht in Betracht. Alsdann geben die Formeln (81) und (81b) 
in die Hertzsche Formel (55) für die Strahlung eines ruhenden 
Dipola über. 

Die Formeln (81a,c) zeigen an, daß der bewegte leuchtende 
Punkt fortgesetzt elektromagnetische Bewegungsgröße in den 
Raum hinaussendet, und zwar Überwiegt die der Bewegungs- 
richtung parallele Komponente. Da nun die Summe der im 
ganzen Räume enthaltenen Bewegungsgröße, elektromagnetische 
und mechanische zusammen, den Ergebniesen des g 5 zufolge 
konstant sein muß, falls eine äußere Kraft an der Lichtquelle 
nicht angreift, so nimmt die Bewegungsgroße der Lichtquelle 

Abrlhkm, Tliwrl« doi: ElEktrlldltt. IL S, Asfl. 6 
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selbst pro Sekonde um den entsprechendpn Betrag ab, d, h. 
es übt die auHgesandte Strahlung eine Reaktionskraft 
auf den leuchtenden Punkt ans, welche der Bewegung ent- 
gegenwirkt. Dieselbe beträgt: 



(81 d) 
(8U) 



Äj = — D -j— j für longitudinale Schwingungen, 
ftj = — n o -j-j für transversale Schwingungen. 



Dabei sind natürlich Mittelwerte über eine Schwingung zn 
nehmen. Wir kommen in § 49 auf die Bedeutung dieses Er- 
gebnisses zurück. 

Wir gehen jetzt zu dem allgemeinen Falle über, wo das 
negative Elektron in der Lichtquelle ganz beliebige Schwin- 
gungt^n ausführt, so daß i mit b einen ganz beliebigen, und 
auch im Verlaufe der Schwingungen periodisch wechselnden 
Winkel einschließt. Wir können dann setzen 

ii = Öl + 6j , 

wo fij zu U parallel, fij zu U senkrecht ist. Führt man dieses 
in (77 d) ein, so treten erstens Glieder auf, die zu ii\ bzw. zu 
^3 proportional sind; diese führen zu den soeben berechneten 
Werten der von der longitudinaleii Komponente bzw. von der 
transversalen Komponente ausgesandten Strahlung, Zweitens 
aber treten noch Glieder auf, die dem Produkte | fi, , ■ j 6j pro- 
portional sind, nämlich 

-2 (Bit,) (Dsti) (1 - j5») = - 2 cos ip Bin ip cos § |öi|-|6g| (l-ß*), 
und 

-^-(fiib){figtj (1 — ß eos f) -^ 2 ßBbiip cos ^ {1 - ß coB tp) \ii\-\bt\ 

|£ ist der Winkel, den die Ebenen der Vektoren (u, d) und 
(r, n) einschließen, so daß (p, £ Polarkoordinaten der Einheite- 
kugel sind]. 

Diese beiden Glieder ergeben zu ffi' den Beitrag 



|l, I ■ H, |-e'Binipcost 



r'o*ll — poogq:)^ 



(ß - cos ip). 
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Die entsprechenden Anteile der Ausdrücke (76) und (77), 
d. h. der Strahlang von Energie und Bewegiingsgröfle, sind 



und 



S e' I S, I ■ I i, I jdai sin »p coa £ , . , 

ie'li, I ■ IB, I /aiut, ainmcoflf ,„ , 



Setzt man hier wieder m = — cos y, dw = dudt, so Ter- 
Bchwindet der erste Ausdruck ohne weiteres bei der Integration 
nach £. 

Die Komponenten des im zweiten Gliede angegebenen 
Vektors sind gesondert zu beliandeln. Es sind die Kompo- 
nenten von Fj: 

parallel zu D gleich cos ip, 
paraUet zu 6^ gleich sin tp cos g, 
senkrecht zu S und i^ gleich sin tp sin £. 
Die erste und dritte Komponente der ausgestrahlten Bft- 
wegungsgröße verschwindet ohne weiteres, wie die Integration 
nach t ergibt. Die zweite Komponente wird nach AuaftthruEg 
dieser Integration zunächst: 

-i 

Gemäß (80c,d) hat auch dieses Integral den Wert UuU. 
Wir haben also bewiesen: Es superponieren sich die 
Energie- und Impulsstrahluiigen der longitudinalen 
und der transversalen Schwingungskomponenten des 
bewegten Dipols, was die Gesamtstrahlung an- 
belangt. Ist ^ der Winke! der Vektoren D und D, so wird, 
nach (81) und (81b), die pro Sekunde ausgestrahlte 

Energie: 

„„ dW 2e'.,i coe'7s . gin'tjl ' 

wofür man, mit Bücksicht auf die Bedeutung (80) von x*, 
auch schreiben kann: 

8* 



w 
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a e' 



-,[nä]* 



(82a) -dF = 8,,,-,ll-^*sm^)=3^ 
oder auch 

Ebenso kann, nach (81a,c), für die ausgeatrahlte Bei 
wegnngsgröße geschrieben werden: 



(83) 



df Sc* U' c'x») 



Diese vom VerfaBHer^)*) nnd unabhängig von 0. Heaviside 
gefundenen Formeln bcBtimmen die Energie und den ImpnJi 
die von einem beliebig bewegten Elektron ausgestrahlt werde: 
in allen denjenigen Fällen, in denen es als Punktladung bi 
trachtet werden darf. 

Bezüglich ihrer mechanischen Rückwirkung auf die bi 
wegte Lichtquelle kann die Strahlung durch die Kraft ersetz 
werden 



(83a) 



«■ = 



8 e" 



(BI')' 
c'x' 



welche im Mittel dieselbe Abnahme der Bewegungsgröße de? 
Lichtquelle bedingt. Auf den Widerspruch gegen das erste 
Axiom der NewtouBchen Mechanik, der hier hervortritt, kommet 
wir am Schlüsse dieses Buches zurück. 

Nach der in § 3 erwähnten Hypothese sind die Röntgei 
strahlen nichts anderes als die Wellen Strahlung, welche beiz 
Aüftreffen der Kathoden strahlen auf die Antikathode entsteh 
Ist das Elektron bei seiner Hemmung oder Reflexion an de 
Antikathode immerhin bo wenig beschleunigt, daß die Ba 
dingung (63b) erfüllt ist, so kann die Energie der entsandte 
Röntgenstrahlen aus unserer Formel (82) berechnet werden 
Falls die Deutung zutrifft, die von Haga und Wind'*) sowie 
von Sommerfeld'^) den in § 3 erwähnten Beugungs versuche« 
gegeben worden ist, ist die Impulsbreite der Röntgenstrahlen 
von der Ordnung 10~*cm. Hiernach würde der Bereich, 
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welchem das Elektron eine Ofischwindigkeitfiänderung erfährt, 
von der Größen Ordnung des Radius der molekularen Wirkungs- 
ephäre sein. Nehmen wir nun an, das Elektron habe die Ge- 
schwindigkeit I ö I = ^ c, und es werde auf einem Wege von 
10~* cm, d. h. in der Zeit — ■ 10~* Sekunde, seine Beweguogs- 
richtuug umgekehrt, so iat die mittlere Beschleunigung gleich 
^e»■10^ Der Nenner in (63b) ist c(c- |ti |) =|c», und a, 

der Radius des Elektrons, wird sieh unten von der Größen- 
ordnung 10~*° ergeben. Der Bruch, der klein gegen 1 sein 
soll, ist hiernach auf 2 ■ 10""^ zu schätzen. Hieraus folgt, daß 
bei der Emission von Röntgenstrahlen der Impulsbreite 10~* cm 
das Elektron noch als Punktladung betrachtet werden darf, 
und daß (82) die Energie der vom einzelnen Elektron ent- 
sandten Röntgenstrahl ang bestimmt. 

Ist aber die Impulsbreite der Röntgenstrahlen wesentlich 
geringer, so nähert man sieh dem von J. J. Thomson'') an- 
genommenen Falle einer plötzlichen Hemmung des im Katfaoden- 
strahle bewegten Elektrons. Wir kommen auf die Theorie 
dieses Falles, die aus dem Rahmen der auf der Annahme einer 
Punktladung beruhenden Entwickelungen dieses Kapitels heraus- 
fällt, weiter unten zurück (vgl. § 25). 

Den y-Strahlen des Radiums, deren Eigenschaften denjenigen 
besonders stark durchdringender Röntgenstrahlen ähnlich sind, 
kommt wohl eine noch geringere Impulsbreite zu als den 
Röntgenstrahlen; die Qeschwindigkeitsänderungen der Elektronen, 
denen die y-Strahlen ihren Ursprung verdanken, erfolgen dann 
noch plötzlicher als diejenigen, die hei der Emission der 
Röntgenstrahlen stattfinden. 

§ 15. Die Büokwirkung der Strahlung auf ein bewegtes 

Mektron. 

Wir stellen uns in diesem Paragraphen die Aufgabe, die 
Rückwirkung, welche die entsandte Wellenatralilung auf das 
entsendende Elektron ausübt, in allgemeiner Weise zu ermitteln. 
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Wir betrachten dabei eine Bewegung des Elektrons, deren öe- 
achwindigkeit bis zur Zeit t'i gleicbförmig und geradlinig war, 
sodann im Zeitintervalle von t'i bis ti nach Betrag und Richtung 
in beliebiger, aber stets in den Gültigkeitsbereich der Be- 
dingung (63 b| fallender Weise abgeändert wurde, und sodann 
von tä an wieder gleichförmig und geradlinig ist. In dem 
Zeitintervalle ti < ^' < ia wird das Elektron eine gewisse Energie 
und Bewegungsgröße in den Kaum hinausgesandt haben. Die 
entsandte Energie ist, nach (82b) 



und die entsandte Beweg-ungsgröfle, nach (^83) 



@ 



Cd® ,.. 2 e' /'...„In" , {Ofc)'! 



Dies ist die zeitliehe Abnahme der Enei^ie und Bewegungs- 
größe, welche das Elektron selbst, bzw. das von ihm mit- 
geführte elektromagnetische Feld, infolge der Strahlung er- 
fahren hat; die verlorene Energie und BevfegungsgröBe findet 
sich in den entsandten Wellen wieder. 

Will man nun die Rückwirkung der Strahlung auf dag 
Elektron durch eine Kraft St' zum Ausdruck bringen, so muß 
man diese Kraft so bestimmen, daß 



(84) 



C9fdt'= - ®j^ und 

1 



ist, d. h. daß ihr Zeitintegral der ausgestrahlten Bewegungs- 
gröfle, ihr Wegintegral der ausgestrahlten Energie entgegen- 
gesetzt gleich ist. Die Reaktionskraft der Strahlung hat 
demnach die Gleichungen zu erfüllen 
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1 1 

(86) _^.«,.,=_ji^«.{i:+»«! 



Das muß selbstverständlich auch dann gelten, wenn irgend- 
welche äußeren Kräfte die Bewegung des Elektrons beeinflussen; 
auch dann muß der Impuls der Kraft Sf der gesamten Be- 
wegungsgröße, die Arbeit dieser Kraft der gesamten Energie 
der entsandten Wellen entgegengesetzt gleich sein. Es wird 
dann die Änderung der Bewegungsgröße und Energie des 
Elektrons durch die Reaktionskraft der Strahlung, im Verein 
mit den sonst noch vorhandenen Kräften, bestimmt. In welcher 
Weise, das wird das nächste Kapitel lehren (vgl. § 23). 

Es kann auf den ersten Blick zweifelhaft erscheinen, ob 
es überhaupt möglich ist, beiden Gleichungen (85) und (86) 
durch einen und denselben Ausdruck der Reaktiona kraft ft' zu 
genügen. Um diesen Zweifel zu beseitigen, geben wir sofort 
einen Ausdruck sn, TOn dem wir zeigen, daß er, nnter den 
zugrunde gelegten Annahmen, den Gleichungen (85) und (86) 
Gentige leistet. Wir setzen 



S e 
a c 



^|^. + i"("fi)+c4(''Ö)+Ä(BÖ)' 



Berücksichtigen wir, daß, nach (80), gilt 



df 



df 



-c-CÖ)- 



Bo ergibt die partielle Integration der beiden ersten Glieder: 




i^P'-'^. 



,. BJBB) All(lli)' l 
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Berücksichtigen wir, daß bis zur Zeit ti and TOn der 
Zeit tj aa der Beachlennigungsv^ktor D gleich Kuli sein soll, 
so erhalten wir 

1 1 

Integriert man nun den Ausdruck (87) Ton ft* nach der 
Zeit, wie es (85) verlangt, und formt die ersten beiden Glieder 
in dieser Weise um, so ergibt die Vereinigung mit den letzten 
beiden Gliedern nichts anderes als die rechte Seite von (85). 
Ea ist also diese Gleichung in der Tat erfallt. 

Für die sekundliche Arbeit der Kraft ft* folgt ans (87) 



(87c) 






Da nu» die partielle Integration liefert 



und da 6 an den Grenzen des IntegrationsintervaUea yer- 
Bchwindet, so ergibt das Zeitingral der Arbeit in der Tat den 
in (86) rechts stehenden Ausdruck. Die in (87) angegebene 
Eraft Ä' erfüllt alle Bedingungen, welche der Reak- 
tionskraft der Strahlung vorgeschrieben sind. 

Es fragt sich indessen, ob durch die angegebenen Be- 
dingungen (85) und (86) die Reaktionskraft der Strahlung über- 
haupt eindeutig bestimmt ist. Wir wollen auf den Nachweis 
der Eindeutigkeit nicht eingehen, sondern weiter unten in § 49 
eine andere Ableitung des Ausdruckes (87) für die Rückwirkung 
der Strahlung geben. 

Wir betrachten einige spezielle Fälle. 

a) Gleichförmige Bewegung längs eines Kreises. 
Es ist (BB)=-0; der Beschleonigungsvektor hat den Betrag 



In = t> 



B 
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wenn R der Radius des Kreiaes ist. Seine Richtang dreht 
sich wie diejenige des Geschwindigkeitsvektors mit der Winkel- 
geschwindigkeit -p' ■ Maa sieht ohne weiteres ein, daß ö ein 
zu i eenkrechter Vektor vom Betrage 



: U 

"je 



=^10 






ist; er weist in die entgegengesetzte Richtung wie B, so daß 
man hat: 

R*' 



- b 



Demnach ergibt (87) 



(88) 






x«= 1 -^=. 



Die Reaktionskraft ist der Bewegung entgegen- 
gerichtet; sie ist dem Quadrate des Kreisradins um- 
gekehrt proportional und steigt mit wachsender Ge- 
schwindigkeit an wie 

Für die Arbeit der ßeaktiouakraft erhält man 

1 1 1 

was selbstverständlich mit (86) übereinatimmt. Die Überein- 
stimmung mit (85) ist nicht ohne weiteres ersichtlich, Sie 
wurde ja auch nur postuliert für eine Bewegung, die mit dem 
Werte Null von i beginnt und endigt, während dazwischen 
sich ü stetig ändert. Es ist also, bevor das Elektron die Kreis- 
bewegung beginnt, und nachdem es dieselbe beendigt hat, je 
ein Intervall anzunehmen, in welchem 6 von Null in stetiger 
Weise zu seinem, der Kreisbewegung entsprechenden Werte 
übergeht and wieder zum Werte Null zurückkehrt. Für den 
Kreisbogen, zusammen mit diesen beiden Intervallen, ist, wie 
aus dem gegebenen Beweise folgt, das Zeitintegral der Reak- 
tionskraft durch (85) bestimmt. 
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Betrachten wir übrigens zwei Bewegungen, die um einen 
ganzen Umlauf voneinander verschieden sind, bei denen aber die 
Überführung in die Kreisbahn und die Zurückfuhr nag in die 
gleichförmige Bewegun-; längs genau derselben Bahn geschah, 
so folgt aus der Gültigkeit von (85) und (86) für die beiden 
betrachteten Bahnen: Für einen ganzen Umlauf mössen 
die Relationen (85) und (8(t) erfüllt sein. Das gilt 
übrigens ganz allgemein für periodische Bewegungen. Denkt 
man den oben gegebenen Beweis noch einmal durch, ao sieht 
man ein, daß die von den Integrationsgrenzen herrührenden 
Terme sich auch dann fortheben, wenn zu den Zeiten /[ und t» 
die Vektoren U und 6 die gleichen sind. Ist der Bewegnngs- 
zustand an den Grenzen des Integrationsintervalles 
derselbe wie z, B. bei einer periodischen Bewegung zu 
zwei durch eine Periode getrennten Zeiten, so gelten 
die Relationen (85) und (86) ohne weiteres für die durch 
(87) gegebene Kraft. Bei der soeben behandelten Kreis- 
bewegung z. B. ergibt das Zeitintegral von (88) für einen ganzen 
Umlauf den Wert Null, was mit (85) übereinstimmt. 

b) Gleichförmige Bewegung längs einer Kreisachraube. 

Wir setzen 



n = B, 



»«. 



indem wir unter B^ den konstauten Vektor Terstehen, welcher 
die Projektion von D auf die Achse der Schraube darstellt, 
unter Ug hingegen die Projektion von D auf eine zur Schrauben- 
achse senkrechte Ebene. Der Beacbleunigungsvektor i hegt 
in dieser Ebene; er ist senkrecht zu B, und B„ mithin auch 
zu D gerichtet, ao daß (a ti) auch hier gleich Null ist. Femer gilt 



fi 



-D, 



R,' 



wo B^ der Radius der durch Uj dargestellten Kreisbewegung 
ist. Wir erhalten aus (85) 



2 e^ 

3 c" 
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oder, indem wir b = bj -j- Bj einführen und 



ßl = 






ßi= 



daher 

setzen: 
(89) 



«■ = 



ßl + ß- = ß' 



L 



Die Reaktionskraft der Strahlung ist die Resul- 
tante zweier Kräfte, von denen die erste der Be- 
wegung längs der Schraubenachse, die zweite der 
Kreisbewegung in der zur Achse senkrechten Ebene 
entgegen wirkt. Sind die Abmessungen der Schraube solche, 
daß B, und B, von derselben Größenordnung werden, so über- 
wiegt bei langsamer Bewegung die zweite, der Kreisbewegung 
entgegen wirkende Komponente. Bei raschen Bewegungen von 
der Ordnung der Liuhtgeyuhwinchgkeit jedoch kommt auch die 
erste Komponente in Betracht; es wird daher ein im homogenen 
magnetischen Felde sich sehr rasch bewegendes Elektron nicht 
nur in der Kreisbewegung um die magnetischen Kraftlinien, 
sondern auch in der tranalatorischen Bewegung längs der 
Kraftlinien gehemmt werden, falls die Rückwirkung der Strah- 
lung in Betracht kommt. 

Nach der Formel (7 b) des §2 ist bei der Schrauben- 
bewegung im homogenen magnetischen Felde 

wo ij die spezifische Ladung des Elektrons ist (ij nimmt, wie 
wir im nächsten Kapitel sehen werden, mit wachsendem ß abj. 
Es wird demnach (89) 



(89a) 



^-'iv''-S-[^^ß^' + ^^(.^-ß^)]> 



was bei Kreisbewegung senkrecht zu den magnetischen Kraft- 
linien übergeht in 



(89h) 



ft" — e 



3 c" x' 
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Übrigens ist anzumerken, daß bei der Anwendung dieser 
Formeln auf die Kathodenatrahien Vorsieht geboten ist. Es 
handelt sich bei den Kathodenstrahlen nicht um ein einzelnes 
Elektron, Boudem um eine ganze Schar von Elektronen, die 
parallele Bahnen beaehreiben. Da die ausgestrahlte Energie 
und BewegungsgröBe durch den PoyntingBchen Vektor bestimmt 
wird und dieser das äußere Produkt der beiden Feldstärken ist, 
so superponieren sich im altgeni einen zwar die Felder der 
einzelnen Elektronen, aber nicht die ausgestrahlten Beträge 
der Energie und der BewegungsgröBe. Denkt man sich z. B. 
eine Anzahl von Elektronen auf einem Kreise in gleichen 
Abständen angeordnet und mit der gleichen Geschwindigkeit 
längs dea KreiseB bewegt, so wird die Ausstrahlung um so 
geringer, je größer die Zahl der Elektronen ist. Im Grenz- 
falle sehr vieler Elektronen strahlt diese Elektrizitätsbewegnng 
wie ein stationärer Strom, d. h. sie strahlt überhaupt nicht. 
Hieraus folgt, daß auch die Rückwirkung der Strahlung auf 
das einzelne Elektron eine andere ist, wenn noch andere in 
der gleichen Weise bewegte Elektronen zugegen sind. Man 
muß dann bei der Behandlung der Strahlung und der Strah- 
lungskräfte den Elektronen schwärm als Ganzes behandeln. 

Anders liegen die Verhältnisse bei der Lichtemiasion. 
Nehmen wh" an, daß in jedem lichtent senden den Molekül nur 
ein einziges Elektron schwingt, so sind die Schwingungen der 
einzelnen Elektronen unabhängig voneinander. Die Pbaaen- 
differenz zweier Elektronenschwingimgen ist eine ganz beliebige, 
und daher tritt bei der Superposition der entsandten Wellen 
ebenso oft eine Schwächung wie eine Verstärkung der Strah- 
lung durch Interferenz ein. Bei der Mittelwertsbildung über 
eine große Zahl von Molekülen und über eine gi-oße Zahl von 
Schwingungen ergibt sieh eine Strahlung, die gleich der 
Summe der Strahlungen der einzelnen Moleküle ist. Hier ist 
also das Ergebnis dasselbe, als wenn jedes Molekül für sich 
allein die Schwingungen ausgeführt und die Strahlung ent- 
sandt hätte; man kann in diesem Falle auch die Rückwirkung 
der Strahlung auf die Schwingung angeben, ohne auf die 
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Wechselwirkungen der Moleküle Rücksicht zu nehmen. Hat 
man es mit kleinen Schwingungen za tun, deren Geschwindig- 
keit klein ist gegen die Lichtgeschwindigkeit, so ergibt (87) 

als Reaktionskraft der StraMung, Das war der Ausdruck, den 

wir in § 9 (Gl. 58) abgeleitet hatten. 

Übrigene liegt den Ent Wickelungen diesea Paragraphen 
wie denen der vorangehenden die Annahme einer Punktladung 
zugrunde. Dadurch ist die Lichtgeschwindigkeit und deren 
Nachbarschaft sowie selbstverständlißh die Überlichtgeschwin- 
digkeit ausgeschlossen. Eh wäre durchaus unzulässig, wenn 
wir etwa aus dem ÜDendlich werden der Reaktionskraft für 
j3 = 1 schließen würden, daß eine Strahlung aussendendes 
Elektron nicht mit Lichtgeschwindigkeit bewegt werden kann. 
Auf eine beschleunigte Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit 
sind unsere Formeln nicht mehr anzuwenden; denn das Elektron 
ist nicht als Punkfcladung anzusehen, sondern es besitzt, wie 
wir im nächsten Kapitel zeigen werden, endliche Abmessungen. 
In der unmittelbaren Nähe der Lichtgeschwindigkeit versagen 
demnach unsere durch die Bedingung (G3b) in ihrer Gültigkeit 
eingeschränkten Formeln. Die Frage nach der Erreichung nnd 
Überschreitung der Lichtgeschwindigkeit kann nur auf Grund 
bestimmter Voraussetzungen über die Form nnd die Ladungs- 
verteilung des Elektrons in Angriff genommen werden. 



Drittes Kapitel. 

Die Mechanik der Elektronen. 

§ 16. Die GrundlijrpotheBea der Dynamik des Elektrons 
und das elektromagnetisohe Weltbild. 

Im vorigen Kapitel, wo wir die von einem beschleunigten 
Elektron entsandte WeUenstrahlung bebandelten, kam nur das 
Feld in großen Entfernungen vom Elektron in Betracht. Nun 
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ist aber für die Rüctwirkiing aaf das bewegte Elektron haupt- 
sächlich die Energie und die Bewegungsgröße des Feldes, 
welches das Elektron unmittelbar umgibt, von Bedeutung 
Man gewinnt eine Vorstellung von der Art des Einflusses, 
welchen das mitgeführte Feld auf die Bewegung des Elektrons 
ausübt, indem man an die Analogie des elektrischen Leitungs- 
stromes anknüpft. 

Ein Leitangsfitrom ist von einem magnetischen Felde 
umgehen, dessen Energie dem Quadrate der StromBtärke pro- 
portional ist. So erklärt es sich, daß dem Anwachsen der 
Stromstärke eine „elektromotorische Kraft der Selbstinduktion" 
entgegen wirkt, welche der zeitlichen Änderung der Strom- 
stärke proportional ist. Der Konvektionsatrom , den das be- 
wegte Elektron darstellt, wird gleichfalls von magnetischen 
Kraftlinien umschlungen; die magnetische Energie ist, bei 
langsamer Bewegung wenigstens, auch hier dem Quadrate der 
Stromstärke proportional. Da nun die Stromstärke in diesem 
Falle der Geschwindigkeit des Elektrons proportional ist, so wird 
der elektromotorischen Kraft der Selbstinduktion hier eine 
Kraft entsprechen, welche der Beschleunigung des Elektrons 
proportional und ihr entgegen gerichtet ist. Der Gedanke 
Maxwells, welcher die „elektrokinetische" Energie des elek- 
trischen Stromes mit der kinetischen Energie bewegter träger 
Massen verglich (Bd. I, § 70), nimmt hier eine noch greif- 
barere Form an als beim Leitimgsstrome. Jene vom magne- 
tischen Felde herrührende, einer Beschleunigung des Elektrons 
entgegen wirkende Kraft entaprieht in der Tat durchaus der 
Trägheitskraft der gewöhnliehen Mechanik; es wird mithin ein 
bewegtes elektrisches Teilchen infolge des mitgeführten elektro- 
magnetischen Feldes eine träge Masse besitzen, welche man, 
zum Unterschiede von der trägen Masse wägbarer Teilchen, 
als „scheinbare" oder besser als „elektromagnetische" 
Masse bezeichnen kann. Bei den unmittelbar an Maxwell 
anknüpfenden englischen Forschem J. J. Thomson^) und 
0. Heaviside^^) findet sich zuerst die Vorstellung einer solchen 
„scheinbaren Masse" der konvektiv bewegten Elektrizität. 
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Der Begriff der elekfcromt^netischen Trägheit gewann 
eine abtuellB Bedeutung, als mau in den Kathoden strahlen 
(vgl. § i) rasch bewegte elektrische Teilchen kennen lernte. 
Wenn anders der Kon vektio na ström überhaupt eine magne- 
tisches Feld erregt — und die VeT'suche von H. Ä. Rowland 
(vgl Bd. I, % 99) konnten hieran kaum zweifeln lassen — , 
so mußten die im Kathodenstrahle bewegten Elektronen eine 
etektromagnetische Masse besitzen. Die allgemeinste zulässige 
Annahme war die, daß diese negativen Elektronen sowohl 
elektromagnetische Masse als auch „materielle" Masse besitzen. 
Dabei ist unter „materieller Masse" diejenige zu verstehen, 
welche der wägbaren Materie zukommt, und welche z. B. den 
elektrochemiHcheii Ionen anhaftet. Wir haben indessen bereits 
in § 2 auf die Schwierigkeiten hingewiesen, welche vom 
atomistischen Standpunkte aus der Auffassung der Masse des 
negativen Elektrons als einer materiellen Masse entgegenstehen. 
Man wäre vor die Alternative gestellt, entweder den Kathoden- 
strahlteilchen an Stelle eines einzigen 2000 elektrische Elementar- 
quanten zuzuschreiben, oder aber die Atome der w^baren 
Materie nicht als unteilbar zu betrachten. Diese Schwierig- 
keiten werden keineswegs gehoben, wenn man die Trägheit 
der Elektronen zum Teil als materielle, zum Teil als elektro- 
magnetische betrachtet. Sie verschwinden jedoch sofort, wenn 
man die Masse des negativen Elektrons als rein elektro- 
magnetische Masse betrEichtet. Auf die Möglichkeit einer 
solchen, alle überUeferten Anschauungen umwälzenden Lösung 
wurde von Terschiedenen Seiten hingewiesen, und es wurde 
bemerkt, daß die Entscheidung der Frage von den Trägheits- 
erscheinungen abhängt, welche die Elektronen zeigen, wenn 
sie mit noch größeren Geschwindigkeiten als in den Kathoden- 
strahlen sich bewegen. In der Tat, die materielle Masse wäg- 
barer Teilchen muß, wenn anders die Axiome der gewöhn- 
liehen Mechanik richtig sind, eine Konstante sein; sie muß 
unabhängig von der Geschwindigkeit sein, mit der die Bewegung 
erfolgt. Die elektroraaguetische Masse hingegen, die von dem 
elektromagnetischen Felde herrührt, wird wie das Feld selbsti 
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fgmAwiaA^^tiX bü dieH ao die Liehtgeechiriiid^kMt heraa 
mA ervtreckt Aneb rtellt^a bereite die ersten Vervuebe EasF-l 
nHLniM ee außer Zweifel, daS die Trägheit dieser Teilcben mit 
wa/;b>»en(ler Oeacli windigkeit ansteigt. Hieran anknöpfettd hat 
der Ver&Mer dieiiefl Werkes ea antemommen *), eine Dynamik 
d«« Klektrons anaznarbeiten, welche geeignet war, die Yersnohe 
KaafmannH auf rein elektromagnetiBcher Grundlage zu denten. 
iJie erhaltenen ErgehniBae wurden durch W Kaofatanna weitere 
UnteriDchungen bestätigt, ao daß bereits auf der Karlsbader 
Naturror»chen-ereainDiItmg(1902) anagesproehen werden konnte: 
Di« MariMe des £lektrons iat rein elektromagneti- 
•cher Art. 

In dieseni Paragraphen sollen die Grandhypothesen dar- 
gelegt werden, «of denen diese Dynamik des Elektrons beruht. 

Zu diesen GruntihypotheBen gehören aelbEtverstäDdiich die 
in )t 4 entwickelten allgemeinen Feldgleichnngen der Elektronen- 
theorie (1 bis IV) sowie der Lorentzsche Ansatz (V) für die 
elektromagtiiitiBche Kraft. Zu ihnen tritt die für die atomi- 
ftisohe Theorie der Elektrizität fiindamentale Vorstellung, daß 
dis Qeiamtladung e, die wir als elektrisches Elementarquantnm 
bezeichnet haben (§ 1), über einen gewissen Bereich verteilt 
iwt. Diesen Bereiub nebst seiner Ladung nennen wir das 
„Kloktron". Er kann als Ganzes im Räume bewegt, aber 
nidit gottiilt werdun. An der Elektrizität, die mit der Dichte q 
Aber das Volumen des Elektrons verteilt ist, greift nun die 
durch die Grundgleichung (V) definierte elektromagnetische 
Kraft an. Didselbe se.tzt sich aus zwei Teilen zusammen, 
erstens der elektromagnetischen Kraft des fremden Feldes, die 
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wir 3" schreiben, and zweitens der vom Elektron auf sich 
selbst ausgeübten „inneren" elektroraagneti sehen Kraft. Es ist 
für das Folgende bequem, diese letztere einfach 5 ^^ achreiben. 
Daß man die „innere" und die „äußere" Kraft trennen kann, 
rührt von dem in der linearen Foiin der Feldgleichungen 
analytisch zum Ausdruck gebrachten Superpositionsprinzipe 
her; diesem Prinzipe zufolge überlagern sich die Felder @, ß 
und 6", §", welche einereeifs von dem betrachteten Elektron 
selbst, andererseits von den übrigen Elektronen erregt werden. 
Durch diese Felder aber bestimmen sieh die auf die Einheit 
der Ladung berechneten inneren und äußeren elektromagne- 
tischen Kräfte folgendermaßen: 



3- = 6"+! [»§-]. 



Da wir nun die Dynamik des Elektrons rein elektro- 
magnetisch zu begründen beabsichtigen, so dürfen wir andere 
als elektromagnetische Kräfte überhaupt nicht einführen. Wir 
postulieren vielmehr: Es soll die resultierende Kraft und 
das resultierende Kraftmoment der an den Volum- 
elementen des Elektrons angreifenden elektromagne- 
tischen Kräfte verschwinden: 

(VI) /d«p|5+r)=o, 

(Via) fdvg[x,% + ^^]^0. 

Diese zu den allgemeinen Grundgleichungen (I bis V) der 
Elektronentheorie tretenden besonderen Grundgleichungen der 
Dynamik des Elektrons habe ich als die „dynamischen 
Grundgleichungen" bezeichnet. Sie sagen aus, daß die 
inneren und die äußeren elektromagneti scheu Kräfte sich an 
dem Elektron im Sinne der Mechanik starrer Körper das 
Gleichgewicht halten. Auf ihnen muß eine jede elektromagne- 
tische Begründung der Dynamik des Elektrons fußen. Sobald 
man zuläßt, daß neben den elektromagnetischen Kräften noch 

Abri,liKm, ThiiQTis dor EloblrMttt. IL 3. Aafi. 
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andere vorliaaden sind, die eine Translation oder Rotation 
hervorzurufen streben, kann von einer elektromagnetischen Be- 
gründung überhaupt keine Rede mehr sein. 

Wir müBseu dem Elektron eiue endliche Ausdehnung des- 
halb zuschreiben, weil fllr eine Punktladung die Feldstärken 
des von der Ladung selbst erregten Feldes und daher auch 
die innere elektromagnetische Kraft am Orte der Pnnktladung 
selbst dem Betrage nach unendlich und der Richtung nach 
unbestimmt wird. Dieser Umstand verbietet uns, in den 
dynamischen Grund gleichungen zur Grenze der Punktladung 
überzugehen. In der Tat wird, wie wir sehen werden, bei 
diesem Grenzübergang die elektromagnetische Energie sowohl 
wie die elektromagnetische Bewegungsgröße unendlich. Schreiben 
wir nun dem Elektron eine zwar kleine, aber doch endliche 
Ausdehnung zu, so können wir nicht umhin, das Elektron als 
einer Rotation fähig zu betrachten. Ein Gegenstück des aus- 
dehuungslosen „materiellen Punktes" der analytischen Mechanik 
existiert in der elektromagnetischen Mechanik nicht. Die ein- 
fachste Annahme, die man über die Bewegungsfreiheit des 
Elektrons machen kann, ist die folgende: Das Elektron 
ist einer Translation und einer Rotation fähig. Die 
aUgemeinste Bewegung des Elektrons wird dieser Annahme 
gemä£ durch die „kinematische Grundgleichnng" 

(VII) B = »0 + [ur] 

dargestellt, welche der in der Kinematik des starren Körpers 
(Bd. I, § 9) gültigen Gleichung (Gl. 35, S. 27) vollkommen 
entspricht. Diese unsere kinematische Grundgleiehung 
sagt aus, daß die Elektrizität an den Volumelementen 
des Elektrons haftet wie die wägbare Materie an den 
Volumelementen des starren Körpers. Es stellt in (VII) 
Hfl die Geschwindigkeit eines im Innern des Elektrons ge- 
wählten Bezugspunktes dar, r den von ihm aus konstruierten 
Radiusvektor und u die Drehgeaehwiudigkeit des Elektrons um 
den Bezugspimkt. Den sechs durch die kinematische Grund- 
gleiehung zugelassenen Freiheitsgraden stehen sechs aus den 
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(lynamiBclieD Grundgleichungen fließende Beziekiingen gegen- 
über, ganz wie in der Mechanik starrer Körper. 

Wenn wir die Kinematik des Elektrons der Kinematik 
des starren Körpers naehbUden, erreichen wir für die Dynamik 
des Elektrons ähnliche Vorteile, wie sie die analytieehe Mecha- 
nik durch Annahme starrer Verbindungen erzielt. Indem näm- 
lich die analytische Mechanik der Kinematik der Massensysteme 
solche BedingungBgleiehungen zugrunde legt, zu deren Aufrecht- 
erhaltung keine Arbeit sleistiing (weder eine positive noch eine 
negative) erforderlich ist, braucht sie Kräfte, welche die ver- 
koppelten Massen aufeinander ausüben, nicht einzuführen. Sie 
kann diese Kräfte als Folge der angenommenen Bedingungs- 
gleichimgen auffassen; es ist aber überflüssig, von diesen Kräften 
zu reden, da dieselben niemals Arbeit leisten, weder bei der 
wirklichen Bewegung noch bei virtuellen Bewegungen. Daher 
kann die analytische Mechanik bei der Behandlung starrer 
Maasensysteme davon absehen, eine innere „potentielle Energie" 
der Körper heranzuziehen. Aus den Bedingungsgleichungen 
der bewegten Massen und ihrer kinetischen Energie ergeben 
sich ohne weiteres die Beweg im gsgleichiiii gen des Systemes. 
Dieser Grundgedanke der analytischen Mechanik L^rangea ist 
bekanntlieh von Heinrich Hertz in seiner Darstellung der 
Prinzipien der Mechanik am konsequentesten durchgeführt 
worden. H. Hertz wünscht den Begriff der potentiellen Energie 
aus den Grundlagen der Mechanik zu verbannen. Er postuliert 
die Zurüefcfilhrung der potentiellen Energie auf die lebendige 
Kraft verborgener Systeme träger Massen; diese Massen sollen 
durch „starre" Verbindungen miteinander verkoppelt sein; alle 
Kräfte, auch anseheinende „Fernkräfte", sollen in Wirklichkeit 
durch Mechanismen verborgener Massen übertragen sein, welche 
auch die anscheinend getrennten materiellen Körper mit- 
einander verkoppeln. Nun aind jedoch die Verbindungen, welchen 
wir in der wirklichen Körperwelt begegnen, keineswegs „starr". 
Auch die festen Körper besitzen die Eigenschaft der Elasti- 
zität, Reibung usf. Daher reichen für eine erschöpfende Dar- 
stellung der Bewegunga Vorgänge die Ansätze der analytischen 

8* 
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Mechanik nicht aus; man muß vielmekr die thermischen Vor- 
gänge berück siehtigeD, welche die Bewegungen begleiten. 

Dieser Einsicht Terschließt sich Hertz keineswegs. Da er 
aber alle physikalischen Vorgänge, auch diu thermischen, als 
Bewegunga Vorgänge aufzufassen wünscht, so kann er nicht 
umhin anzunehmen, daß in der Welt der Atome die starren 
Verbindungen seiner Mechanik verwirklicht sind. In der Tat, 
wäre die Bewegung der Atome mit Reibungs- und Form- 
äoderungBarbeit verbunden, so wäre es logisch unmöglich, die 
Wärme der Körper als eine Art von Bewegung aufzufassen. 
Will man das mechanische Weltbild in folgerichtiger Weise 
zeichnen und dabei die potentielle Energie aus den Grundlagen 
der Mechanik verbannen, so muß man fordern, daß die kine- 
matischen Zusammenhänge der kleinsten Teilchen „starr" im 
Sinne der Heiiz sehen Mechanik sind. 

Wir haben die Bedeutung dieses mechanischen Weltbildes 
für die Elektrodynamik im ersten Bande dieses Werkes (§ 70) 
erörtert, als wir die Maswellsche Ableitung der Induktions- 
gesetze aus den Lagrangeschen Gcleichtingen vortrugen. Wir 
erwähnten dort bereits, daß diese Maswellsche Analogie der 
Selbstinduktion zur Massenträgheit nicht unbedingt zugunsten 
des mechanischen Weltbildes gedeutet zu werden braucht, 
sondern daß man mit demselben Rechte umgekehrt versuchen 
kann, die Massenträgheit aus den Gesetzen der Elektrodynamik 
abzuleiten und so die Mechanik elektromagnetisch zu begreifen. 
Wir sind jetzt zu dem Punkte gekommen, wo das „elektro- 
magnetische Weltbild" auf seine Richtigkeit zu prüfen ist. Die 
elektromagnetische Masse des Elektrons ist nichts anderes ala 
die Selbstinduktion des Konvektionsstromes. Ist die Dynamik 
des Elektrons rein elektromagnetisch begründet und die Träg- 
heit der Elektronen auf ihre Selbstinduktion, d, h, auf die 
Rückwirkung ihres Feldes, zurückgeführt, so haben wir den 
Stützpunkt gewonnen, von dem aus wir die mechanische Natur- 
anschauung in ihren Grundlagen erschütteru können. Wir 
können dann wagen, die kinetische und die potentielle Energie 
der Mechanik iind alle Energieformen überhaupt als magne- 
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tische und elektrische Energie zu deuten und so ein elektro- 
magnetiaclieö Weltliild an die Stelle des mechanischen zu setzen. 
Obwohl wir eine Tendenz verfolgen, welche derjenigen der 
Hertzschen Mechanik diametral entgegengesetzt ist, soll uns 
doch hinsichtlich der Folgerichtigkeit der Durchführung dieser 
Tendenz die Hertzsche Mechanik vorbildlich sei«. Wollen wir 
an Stelle der kinetischen und der potentiellen Energie der 
Mechanik die elektromagnetische Energie setzen, so müssen 
wir der Dynamik der elektrischen Atome kinematische Ver- 
bindungen zugrunde legen, deren Aufrecbterhaltung weder einen 
Enei^ieverluat noch einen Encigiegewinn mit sich bringt; 
sonst ist die gesamte elektromagnetische Energie des Feldes 
nicht konstant, und es wird die Einführung einer nicht elektro- 
mj^netisehen Energieform doch wieder notwendig. Das elektro- 
magnetische Weltbild kann nicht umhin, der Kine- 
matik der Elektronen Bedingungsgleichuugen zu- 
grunde zu legen, welche den „starren" Verbindungen 
der Hertzschen Mechanik entsprechen. Nur auf solchen 
kinematische n Gruudgleichungen fußend, ist die Dynamik des 
Elektrons ohne logische Widersprüche elektromagnetisch zu 
begründen. Nur die Übereinstimmung der Ergebnisse einer 
so begründeten Dynamik des Elektrons mit dem Experimente 
kann zur weiteren Verfolgung des elektromagnetischen Welt- 
bildes ermutigen. Die einfachste aller in den Rahmen der 
analytischen Mechanik fallenden Bedingungsgleichnngen war 
es, die wir als kiuematiHChe Grundbypothese wählten. Auch 
über die Form des Elektrons werden wir meist die einfachste 
denkbare Annahme machen. Wir werden das Elektron 
als Kugel betrachten, mit einer in konzentrischen Schichten 
homogenen Verteilung der Ladung; insbesondere werden wir 
zwei Grenzfiille, nämlich die homogene Volumladung und 
die homogene Flächeuladung, bevorzugen. Beide führen 
hinsichtlich der elektromagnetischen Masse zu demselben, mit 
den Versuchen Kaufmanns übereinstimmenden Ergebnisse. Erst 
dann, wenn künftige Experimente mit diesen speziellen An- 
nahmen sich als unverträglich erweisen sollten, würde man zu 
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kompliziertereii Annahmen aber die Form und die Ladnngs- 

Terteilnng des Elektrons überzugehen geneigt sein. Man würde 
aucli daran denken, dem Elektron mehr als sechs Grade der 
Freiheit zu geben; aber stets wären die kinematischen Ver- 
bindungen so zn wählen, daß sie als „starre" Verbindungen im 
Sinne der Hertzschen Mechanik zu bezeichnen wären. Vor- 
laufig allerdings erscheint der Übergang zu komplizierteren 
Idnematiscben Grundgleichungen unzweckmäßig. 

Halten wir an der kinematiHchen Gmndgleichui^ (VII) 
feat, so brauchen wir von „Kräften", welche die Volumelemente 
des Elektrons aufeinander ausüben, überhaupt nicht zu reden. 
Die einzigen „Kräfte", die in Frage kommen, sind die elektro- 
magnetischen Kräfte, welche durch die Vektoren ^ und JJ" 
bestimmt sind; diese Vektoren sind nur HilfsgröBen, die defi- 
niert sind durch die elektromagnetischen Grundvektoren IS, ^ 
und durch den Geschwind] gkeitsvektor D. Die resultierenden 
Kräfte und Kraft momente des äußeren und inneren Feldes 
allein sind es, die in die dynamischen Grundgleichungen (VI 
und Via) eingehen. Von „Kräften" aber, welche das Elektron 
zu deformieren bestrebt sind, spricht unsere Dynamik des 
Elektrons überhaupt nicht. Die kinematische Grundgleiehnng 
bedingt es, daß solche Kräfte niemals Arbeit leisten können; 
von unserem Standpunkte aus ist die Einführung solcher Kräfte 
Überflüssig. 

Anders liegt hingegen die Sache, wenn man die kine- 
matische Grund gl eichung (VII) fallen läßt und eine Form- 
änderung des Elektrons als möglich ansieht. Dann müssen 
nicht nur die resultierenden Kräfte und Kraftmomente am 
Elektron im ganzen sich das Gleichgewicht halten, sondern 
es muß an jedem Volumelemente des Elektrons Gleichgewicht 
bestehen, da ja eine am Volumelemente haftende „materielle" 
Masse nicht angenommen werden soll. Dann muß man schon 
für das ruhende Elektron annehmen, daß neben den elek- 
trischen noch innere elastische Kräfte wirken, welche es ver- 
hindern, daß die Volumelemeute ihrer gegenseitigen Abstoßung 
Folge leisten. Diese Kräfte müssen ganz enorme sein; denn 
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die elektnBchen Kräfte, welche an der Oberfläche des Elektrons 
angreifen, ßbertreffen, weü die Abmessungen des Elektrons so 
außerordentlich klein sind, die experimentell he rstell baren elek- 
trischen Kräfte um das Billionenfache. Bewegt sich nun das 
Elektron als Ganzes trau slatori seh oder rotatorisch, so werden 
die elektromagnetischen Kräfte abgeändert werden und mit 
ihnen die elastischen, derart, daß an jedem Volumelemente die 
elektrischen und die elastischen Kräfte sieh das Gleichgewicht 
halten. Die Abänderung der elastiecben Kräfte wird von einer 
Formänderung begleitet sein. Der Translationsbewegung und 
der Rotation ebewegung wird sich demnach eine innere Form- 
änderung a he wegung überlagern, die ihrerseits das innere Feld 
beeinflußt. Man hat, präzis gesprochen, neben den Gleich- 
gewichts be dingungen für die Volumelemente noch die Feld- 
gleichungen (I bis IV) zu erfüllen und hat zu zeigen, daß die 
hinsichtlich der elastischen Kräfte gemachten Annahmen zu 
keinen Widersprüchen führen. Eine solche, nachgewiesener- 
maßen widerspruchsfreie Theorie eines deformierbareu Elektrons 
existiert bisher nicht. SoUte sie sich durchfahren lassen und 
dem Experimente gegenüber sich gleichfalls bewähren, so wäre 
sie unserer Theorie gegenüber noch insofern im Nachteile, als 
sie gezwungen wäre, außer der elektromagnetischen Energie 
noch eiue innere potentielle Energie von der Art der inneren 
Energie elastischer Körper einzuführen, deren Abnahme die 
von den elastischen Kräften geleistete Arbeit kompensiert. Man 
würde dann die Trägheitakräfte verbannt, aber dafür die 
weniger gut verstandenen elastischen Kräfte aus der Mechanik 
übernommen haben. Man würde die kinetische Energie der 
Elektronen auf die elektromagnetische Feldenergie und eine 
innere potentielle Energie zurückgeführt haben. Die Überein- 
stimmung einer aolchen Dynamik des Elektrons mit dem Ex- 
perimente wäre gewiß nicht als eine Bestätigung des elektro- 
magnetichen Weltbildes aufzufassen. 

Wir werden also in diesem Werke an der Hypothese des 
„starren" Elektrons festhalten; auf Grund dieser Hypothese 
werden wir die Frage zur Entscheidung zu bringen suchen. 
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ob die Dynamik des Elektrons rein elektromt^etisch be- 
gründet und so die Konvektionsetraliluiig freier Elektronen als 
rein elektrischer Vorgang aufgefaßt werden kann. Ein weiterer 
Schritt auf dem Wege der elektromagnetischen WeltanechaunDg 
wäre die Deutung der Kräfte, welche die Materie auf die 
Elektronen ausübt, z. B. der quaaielastiachen Ej^fte (vgL § 9), 
auf rein elektromagnetischer Basis. Der letzte Schritt endlich 
wäre die Auffassung der wägbaren Atome nnd Moleküle als 
Aggregate von Elektronen, eine Auffassung, welche die Ti^- 
heit der Materie ohne weiteres erklären würde, von der man 
aber auch fordern müßte, daß sie von den Molekularkräftea 
und von den Gravitationskräften in befriedigender Weise 
Rechenschaft gäbe. Die Welt würde dann allein aus den 
positiven und negativen Elektronen und aus dem von ihnen 
im Räume erzeugten elektromagnetischen Felde bestehen, und 
alle Naturvorgänge wären als Konvektionsstrahlung der Elek- 
tronen oder als von ihnen entsandte Wellenstrahlung zu be- 
trachten. Dieses elektromagnetische Weltbild ist bisher nur ein 
Programm; hoffen wir, daß die Arbeit der im Dienste dieses 
Programmes tätigen Forseher von weiteren Erfolgen gekrönt 
werden möge. 

§ 17. Die Bewegangsgleichungen des Elektrons. 

Ist das „äußere Feld'' gegeben um) die jeweilige Lage, 
Geschwindigkeit und Drehgeschwindigkeit des Elektrons, so 
sind die resultierende äußere Kraft 



(90) 



St' =fdve^^ ^fdvp \(&^ + l [Hg-]] 



und die resultierende äußere Drehkraft 

(9üa) 91" ^fdvo[t^^^ =fdvQ[t,(B" + l [n^]] 

gleichfalls bestimmt. Für das kugelförmige Elektron wird man 
als Moraentenpunkt den Mittelpunkt desselben wählen, und 
von diesem aus den Radiusvektor t konstruieren. In der kine- 
matischen G rund gle ich ung gibt dann b^ die Geschwindigkeit 



§n. 
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dieses Mittelpunktes, u die Drehgesch windigkeit des Elektrons 
um seinen Mittelpunkt an. 

Nimmt man die Lad ungs Verteilung im Elektron nicht als 
allseitig symmetrisch an, so wird man als Momentenpunkt 
den durch die Gleichung 
(90b) j'dvQt^O 

definierten Punkt wählen, der dem „Massenmittelpunkte" der 
Mechanik entspricht, und der in diesem Falle schlechtweg als 
„Mittelpunkt des Elektrons" bezeichnet werden mag. 

Bei reiner Tranalationsbewegung (u = 0) ist die äußere Kraft 

(91) ft? =fdvQ<&'' + \[t„fdv&^-] . 

Ist das äußere Feld innerhalb des vom Elektron ein- 
genommenen Bereiches merklich homogen, so reduziert sich 
der Tranalationabestandteil der äußeren Eraft auf 

1 



(91a) 



= e 



£■'+ [Oo^l 



Die experimentell herstellbaren konstanten elektrischen 
und magnetischen Felder sind stets als homogen anzusehen auf 
Strecken von der Größenordnung eines Elektron durch measers; 
die von ihnen ausgeübte Kraft wird daher stets mit genügender 
Annäherung durch (91a) angegeben. 

Die äußere Drehkraft ist bei reiner Translation 

(91b) KJ =fdv^ [td"] + \JdvQ [r[b,^"]] . 

Dieser Ausdruck verschwindet für ein homogenes äußeres 
Feld, da hier sowohl )?" wie [Öq^"] vor das Integralzeichen 
zu ziehen sind, gemäß (90b). Im homogenen Felde ist 
der Translationsbestandteil der äußeren Drehkraft 
gleich Null. 

Dreht sich indessen das Elektron um seinen Mittelpunkt, 
so kommt im magnetischen Felde der Kotationsbe standteil der 
äußeren Kraft hinzu; 

«■■=;Jrf.e[[ur],&"], 
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welcher gemäß den Regel» (ß) und (d) in Bd. I, S. 452 za 
Bckreiben ist 

(91c) at = ^fdvQ { - u(r^) + t(iir) } • 

Der RotatioDsbeBtandteil der äußeren Kraft rer- 
Bchwindet gleichfalls im homogeiieii magnetischen 
Felde. 

Der Rotationsbestandteil der äußeren Drehkraft 
jedoch 

(91d) 9li^^fdv(,[ut-\(t^'')-^[n,fdv(ft(t^')] 

ist auch im homogenen magnetischen Felde im all- 
gemeinen von Null Terschieden. 

Bei um den Mittelpunkt symmetriecher Yerteilong der 
Elektrizität ist er dem äußeren Produkte ans der Dreh- 
geschwind^keit u nnd der Feldstärke ^ proportional: 

(91e) 8l3=l[ii&-]- 

Der Koeffizient | findet sich nach einer einfachen Rechnung 

g = -g- für Yolumladung, 

6 = -r— für Flächenladung, 

wenn a der Radius des kugelförmigen Elektrons ist. 

Führen wir die nunmehr als bekannt anzusehenden Vektoren 
ft" und tH' in die dynamischen Gnindgleichungen (VI, Via) ein, 
80 lauten diese: 
(92) 9f+fdvQfi^0, 

(92a) 91" +fdvQ[t^] = 0. 

Es handelt sich nun darum, den Vektor ^, d. h. die 
elektromagnetische Kraft des vom Elektron selbst erregten 
Feldes, zu ermitteln. 

Wir haben bereits im ersten Kapitel (§ 8) in allgemeinster 
Weise die Fortpflanzung einer elektromagnetischen Störung be- 



(91f) 
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I 



I 



handelt. Wir haben gesehen, daß das Feld, welches zur Zeit ( 
in irgendeinem Äuipunkte herrscht, sich zusammensetzt aus 
Beiträgen, welche eine mit Liehtgeachwindigkeit eich kontra- 
hierende Kugel dem Aufpunkte zuführt. Und zwar hängeu 
die elektromagnetischen Potentiale von der elektrischen Dichte 
und von der Dichte des Konvektionsstromes ab, welche die 
Kugel antrifft; die Feldstärken werden mithin von der Dichte, 
Geschwindigkeit und Beschleunigung der Elektrizität abhängen, 
über welche die Kugel hin weggestrichen ist. Das vom Elektron 
erregte Feld wird sich demnach durch ein Zeitintegral über 
die Latenazeit % oder den Latenaweg A darstellen lassen. Auf 
diese allgemeine Darstellung des Feldes kommen wir weiter* 
unten {§ 24) zurück. 

In die Ausdrücke der inneren Kraft und Drehkraft gehen 
nun die Feldstärken ein, welche in dem gerade vom Elektron 
eingenommenen Bereiche herrschen, und die vom Elektron 
selbst erregt sind. Um sie direkt zu bestimmen, müßte man 
für jeden Punkt des Elektrons das Feld ermitteln und sodann 
die elektromagnetischen Kräfte, welche auf die einzelnen Volum- 
elemente wirken, nach den Regeln der Mechanik starrer Körper 
zusammensetzen. Hat sich nun das Elektron vorher mit Unter- 
hchtgeaeh windigkeit bewegt, so wird für jeden zur Zeit t in 
sein Inneres fallenden Au^unkt das Feld abhängen von der 
Bewegung, welche das Elektron in einem endlichen, der Zeit t 
vorangegangenen ZeitintervaUe ausgeführt bat, nämlich in dem 
Zeitintervalle, wäbi'end dessen die mit Lichtgeschwindigkeit 
sich kontrahierende Kugel über das Elektron bin weggestrichen 
ist. Auch bei Bewegung mit Überlichtgeschwindigkeit wird 
das gleiche gelten; die Abweichung liegt darin, daß hier das 
Elektron von außen in die sich kontrahierende Kugel hiuein- 
tritt. Nur wenn die Geschwindigkeit des Elektrons der Licht- 
geschwindigkeit gleich ist oder um diese oszilliert, liegt ein 
Ausnahmefall vor. Im allgemeinen wird die elektromagnetische 
Kraft im Innern des Elektrons abhängen von der Geschwindig- 
keit und Beschleunigung, die das Elektron in einem endlichen, 
vorangegangenen Zeitiotervalle erfahren bat. Das gleiche wird 
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von der resultierenden inneren Kraft und Drehkraffc gelten. 
Wir kommen hierauf weiter unten (§ 26) zurück. 

Aus diesen allgemeinen Überlegungen gewinnen wir eine 
Einsieht in den Sinn unserer dynamischen Grund gleichungeo. 
Wir erkennen, daß diese Gleichungen im Grunde etwas ganz 
anderes aussagen, als die Prinzipien der gewöhnlichen Mechanik. 
Während die Mechanik starrer materieller Körper die zeitliche 
Änderung der jeweiligen tfeaehwindigkeit und Drehgeschwindig- 
keit durch die ilußere Kraft und Drehkraft heatimmt, wenn 
die Gestalt und die Maasenverteilung des Körpers gegeben ist, 
' ist die Aussage der Grundgleichungen der Dynamik dea 
Elektrons eine weit verwickeitere. Dieselben sind, streng ge- 
nommen, Integralgleichungen, welche die Lage sowie die Ge- 
schwindigkeit und Beschleunigung der Translation und llota- 
tion, die in einem ganzen Zeitintervalle herrschen, zueinander 
in eine äußerst verwickelte Beziehung setzen. Man darf daher 
nicht hoifen, Bewegungsgleichungen zu erhalten, welche gleich- 
zeitig in Strenge gültig sind, und ähnlich wie die Bewegungs- 
gleichungcn dea starren Körpers die Beschleunigung der Trans- 
lation und Rotation allein durch die jeweils herrschenden 
äußeren Kräite bestimmen. Nur indem man spezielle FäRe 
herausgreift und sie passend idealisiert, kann man erwarten, 
zu übersichthehou, für die Darstellung der beobachtbaren Be- 
wegungen geeigneten Ergebnissen zu gelangen. 

Dieses war das Ziel, welches ich bei meinen Unter- 
suchungen über die Dynamik des Elektrons verfolgt habe. Ich 
habe nachgewiesen, daß die in den Kathoden strahlen und den 
Becquerelstrahlen stattfindenden Elektronenbewegungen so wenig 
beschleunigt sind, daß sie als „quasistationäi-" gelten können, 
d. h. daß das Feld des Elektrons merklich dem bei gleich- 
förmiger Bewegung mitgeführteu Feld entspricht (vgl. ^ 23). 
Für solche quasiatationäre Translationsbeweguugen bin ich zu 
Bewegungsgleichungen gelangt, welche von den in der Mecha- 
nik geltenden nicht so sehr verschieden sind. Hier läßt sich 
das Verhalten des Elektrons auch bei Geschwindigkeiten, die 
von der Ordnung der Lichtgeschwindigkeit, aber immerhin 
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kleiner als diese selbst sind, durch eine von der jeweiligen Ge- 
schwindigkeit abhängige „elektromagnetische Maase" 
charakterisieren. Dabei ist jedoch eine andere träge Masse in 
Reckoung zu setzen, wenn es sich um Beschleuniguug parallel 
der Bewegungsrichtung oder senkrecht zu ihr handelt. Beide 
Massen, die ,,longitudinale" sowohl als auch die „trans- 
Tersale", lassen sieh mit Hilfe des elektromagnetischen Im- 
pulses (§ 5) in übersichtlicher Weise darstellen. In ent- 
flp rechend er Weise läßt sich aus dem elektromagnetischen 
Impulsmomeute für quasistationäre Drehbewegungen ein 
„elektromagnetisches Trägheitsmoment" ableiten. 

Wir gewinnen die Grundlage für die Theorie der quasi- 
stationären Bewegungen des Elektrons, indem wir die elektro- 
magnetische Bewegungsgröße des Tom Elektron erregten Feldes 
einführen. Deren Dichte ist nach Gleichung (18): 

Der gesamte Impuls des Feldes beträgt 

(93a) ®=fdvi, 

und der Drehimpuls 

(93h) ?) =/rf4r9]. 

Die Umformungen, die zu den Ausdrücken (21) und (2(ia) 
för die resultierende Kraft und die resultierende Drehkraft 
eines beliebigen elektromagnetischen Feldes führten, gelten 
natürlich auch für das Feld eines einzelnen Elektrons; denn 
dieses Feld erfüllt eben die Grundgleichungen (I bis IV), auf 
denen jene Umformungen beruhten. Wir erhalten demnach 
als resultierende innere Kraft 

t93e) &=fdv&^ f^. 

Bei der Berechnung des resultierenden Momentes des vom 
Elektron erregten Feldes ist zu beachten, daß als Momenten- 
punkt nicht wie in § 5 ein im Räume fester Punkt, sondern 
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der mit der Geschwindigkeit t^ bewegte Mittelpunkt des Elek- 
trons gewählt wurd«. Auf diesen Momentenpimkt soll aach 
das elektromagnetische Impulsmoment ^ bezogen werden. Wir 
können, da das Integral in (93b) über den ganzen Bisam zu 
ei-strecken ist, unter t den Radiusvektor verstehen, der Tom 
Mittelpunkt des Elektrons aus nach einem im Räume festen 
Punkte gezogen ist; dann gilt: 

Hieraus folgt als zeitliche Änderung des Impulsmomentes 



dt 



'dt 



/d^tß] = - [»0®] +7^" [' IS- 



Das zweite Glied der rechten Seite wai- es, auf welches 
sich die Umformungen des § 5 bezogen, die zu den Gleichungen 
(26) und (26a) führten; denn dieaea Glied stellt die zeitliche 
Änderung des auf einen im Baume festen Momeutenpunkt be- 
zogenen Impulsmomentes dar. 

Wir haben daher hier zu schreiben 



^—M^'^- 



Zwischen dem auf den bewegten Mittelpunkt des 
Elektrons bezogenen elektromagnetischen Impula- 
momente ^ und dem resultierenden Momente der 
inneren elektromagnetischen Kräfte besteht demnach 
die Beziehung 

{93d) SB =fdv9 [r?f] = - [b,®] - ^. 

Führen wir die Ausdrücke (93c, d) in die dynamischen 
Gnmdgleichungen (92, 92a) ein, so nehmen diese die Form an 



(94) 
(94a) 



dt 



= ft". 



^-f[B„@]^3I». 



Diese Form der dynamischen Grundgleiehungen entspricht 
durchaus den Bewegnngsgleichungen eines starren Körpers, 
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wenn Kraft und Impulsmoment auf einen mit der Geschwindig- 
keit Ho bewegten Momentenpunkt bezogen sind. Sie sind in 
der Tat formal identisch mit den Bewegungagleichungen (46) 
und (48) des starren Körpers, die wir im ersten Bande (§ 12) 
kennen lernten. Sie beruhen ja auf den Impulssätzen, die fOr 
die BewegTingBgröße des elektromagnetischen Feldes ebenso 
gelten, wie für die an den w^baren Körpern haftende Be- 
wegungsgröße. Freihch läßt sich für die wägbaren Köi-per 
ohne weiteres der Impuls als Funktion der Geschwindigkeit 
und der Drehimpnls als Funktion der Drehgeach windigkeit an- 
geben. In der Dynamik des Elektrons hingegen gewinnt mau 
die Beziehungen, welche den Impuls und das Impulsmoment 
mit der Geschwindigkeit und der Dreh gescb windigkeit ver- 
knüpfen, erst durch Integration der Feldgleichungen; erst nach- 
dem das Feld der betreffenden Bewegung ermittelt ist, lassen 
sich die durch (93, 93 a, b) definierten Integrale über den 
ganzen Raum auswerten, wodurch dann die Bewegungsglei- 
chungen eine explizite, zur Bestimmung des Verlaufes der Be- 
wegung geeignete Form annehmen. 

Neben den Impulsgleichungen ist die Energie gleiehung 
für die Dynamik des Elektrons von Bedeutung. Wir hatten 
dieselbe bereits in § 4 in allgemeiner Weise aus den Gnind- 
gleichungen der Elektronentheorie hergeleitet. W, die ge- 
samte Energie des vom Elektron erregten Feldes, ist stets 
eine endliche, wenn wir bei der Verfolgung der Bewegung 
von einem anfangs ruhenden Elektron ausgehen und immer 
nur endliche äußere Kräfte auf das Elektron wirken lassen. 
Sie berechnet sich in diesem Falle aus den Feldstärken des 
vom Elektron erregten Feldes durch die Integration über den 
unendlichen Kaum: 

(95) ^^-ß:{^'+^']- 

Infolge der Über den Änfangszuatand gemachten Annahme 
können wir in der Energiegleichung, ebenso wie vrir es bereits 
in § 5 in den Impulsgleichungen taten, die Oberflächeninte- 
grale streichen. Rücken wir nämlich die Begrenzuugsfläche 
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so weit fort, daß sie während dea ganzen betrachteten Vor- 
ganges nicht von dem Felde erreicht wird, ao findet eine Strah- 
lung durch die Begrenzungs fläche hindurch nicht statt, und es 
wird (vgl. § 4) 

Hier bezeichnet -4t die Arbeitsleistung der ,4iiii6''ßn" elek- 
tromagnetischen Kräfte 5, die vom Felde des Elektrons selbst 
herrühren; es gilt 



<IÄ 
d 



j=JdvQ(\if,)=[\,JdVQ^)^[vi,JdVQ{x%]), 



wie aus der kinematischen Grund gleich an g (VII) im Verein mit 
der Regel {y) der Formelzusammenstellung in Bd. I, 3. 452, 
folgt. Mit Rücksicht auf die dynamischen Grundgleichungen 
(92 a, b) ergibt dieses 

(95b) ^ (B,Ä»)-(u!B"). 

Eb ist demnach die Arbeit der inneren elektro- 
magnetischen Kräfte entgegengesetzt gleich der Arbeit 
der äußeren elektromagnetischen Kräfte. Diese aus 
den Grundgleichungen unserer Dynamik des Elektrons folgende 
Beziehung würde nicht mehr erfüllt sein, wenn noch andere 
inuere Kräfte, außer deu elektromagnetischen, mitwirkten. 
Durch die Wahl der Gnindhypothesen haben wir eben ana- 
geschlosaen, daß solche Kräfte jemals Arbeit leisten. Die 
Relation (95 b) und die aus ihr und (95 a) sofort sich er- 
gebende Energiegleichuug 

(96) ^^^(B„r) + (uW), 

sind für unsere rein elektromagnetisch begründete Dynamik 
des Elektrons wesentlich. 

Kombinieren wir nun die Euergiegleichung (96) mit den 
Impulsgleichimgen (94J und (94 a), indem wir die aus den 



§17. 
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letzteren aicL ergebenden Werte der äußeren Kraft und Dreh- 
kraft in die erstere einführen, so erhalten wir 

Diese aue der Energiegleichung und den Impuls- 
gleichungen abgeleitete Beziehung ist von großer 
Wichtigkeit für die Dynamik des starren Elektrons; 
denn sie verknüpft in einer allgemeinen, von den 
Werten der äußeren Kräfte unabhängigen Weise den 
Impuls, den Drehimpuls und die Energie des Elek- 
trons. 

Wir wollen, ehe wir zur Behandlung spezieller Bewegungen 
übergehen, noch eine andere, allgemeine Beziehung ableiten, 
welche sich gleichfalls weiterhin als wertvoll erweisen wird. 
Dieselbe bezieht sich auf die Differenz der magnetischen 
Energie T und der elektrischen Energie U des Feldes. Diese 
Differenz soll die „Lagrangesche Funktion" genannt werden: 

(98) L^T^Ü. 

Wir wollen bei der Berechnung der beiden Energiearten 
die Eelationen (28) und (29) heranziehen, welche die elektro- 
magnetischen Vektoren durch die elektromagnetischen Potentiale 
ausdrücken. Dann wird 



(98a) 
(98 b) 



Ü 






Die erhaltenen Aasdriieke sollen durch partielle Integra- 
tion umgeformt werden, wobei die über die Begrenzungsfläche 
erstreckten Integrale ein für allemal gestrichen werden sollen. 
Es liegt diesem Verfahren immer die stillschweigende VorauB- 
eetzung zugrunde, daß die Grenzfläche nicht von der Störung 
erreicht worden ist; auf dieser Fläche herrscht dann noch der 
elektrostatische Anfangszustand, der zu einer früheren Zeit 
einmal im ganzen Räume geherrscht hat; dieses elektrostatische 
Feld hefert keine Beiträge zu den Oberflächenintegralen. 
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Aus ßegel (ti) der FormelzusammensteUung in Bd. I, 
S. 453 folgt ^ 

imd, nach Einfülinirig der Feldgleiehung (I), 

(98c) '■ = 1/*««) +/£.(«, f)- 

Andererseits ergibt die Eegel (() in Bd. I, S, 453 

worans anf Grand des GanBachen Satzes (Begel s) folgt 

idv<S.V0 = — 1 dv^ äivii -^ — ix ldvQ0. 
Demgemäfi wird die elektrische Energie 

C98d) u^ißn'-ßu«?-*)- 

Wir wollen, zur Abkürznngj den Skalar 



(99) 



C 



einfahren und das aber das Volnmen der Elektronen erstreckte 
Integral 

(99 a) V^lfdvQW 

die „Kräftefunktion" nennen. Nach Gleichung (10) können 
wir auch achreiben; 

(99b) V=^Jdve^-lfdv(m). 

Eb folgt daher durch Subtraktion von (98o, d) 

(100) ^--y+ijLi^^)- 

Diese wichtige Beziehung zwischen der Lagrange- 
sehen Funktion und der Kräftefunktion gilt für ein 
beliebiges elektromagnetisches Feld. 



§ 18. 
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§ 18. Oleiohfönnige Translation elektrisoher Ladungen. 

Wir wollen die Ent Wickelungen dieses Paragraphen etwas 
allgemeiner halten, als es für die Theorie des translatorisch 
bewegten Elektrons unbedingt erforderlich wäre. Wir wollen 
uns ein beliebiges System elektrischer Ladungen in gleich- 
förmiger translatoriacher Bewegung begriffen denken. Das 
System soll bereits seit so langer Zeit in dieser Bewegung 
begriffen sein, daß in allen betrachteten Aufpunkten die frühere, 
der gleichförmigen Bewegung vorangegangene Bewegung ohne 
Einfluß geworden ist; die Bedingungen, unter denen dieses 
der Fall ist, lassen sich auf Grund der allgemeinen Sätze über 
die Fortpflanzung der elektromagnetischen Störungen (§ 8) 
ohne Schwierigkeit angeben. Diese Sätze führen ebenso wie 
in dem speziellen Falle der Punktladung (§ 12) auch in dem 
jetzt vorliegenden allgemeinen Falle zur Lösung der gestellten 
Aufgabe; es wäre nicht scbwer, die Bestimmung der elektro- 
magnetischen Potentiale auf Grund der Formeln (50) und (50 a) 
durchzuführen. Man siebt ohne weiteres ein, daß das gleich- 
förmig bewegte System elektrischer Ladungen sein Feld einfach 
mitführt. In der Tat, denken wir uns ein mit den Ladungen 
gleichförmig mitbewegtes Bezugssystem und in diesem einen 
festen Punkt P, so werden die Werte der elektromagnetischen 
Potentiale *& und % in einem solchen Punkte von der Zeit 
unabhängig sein; deuu welche Zeit t man auch wählt, die 
Bewegung, nach rückwärts verfolgt, ist stets die gleiche, und 
die auf den betreffenden, zur Zeit t mit P ko in zidier enden 
Aufpunkt hin sich kontrahierende Kugel führt stets die gleichen 
Beiträge mit. Es ist demnach das elektromagnetische 
Feld des gleichförmig bewegten Systemes elektrischer 
Ladungen stationär, wenn es von einem mitbewegten 
Bezugssysteme aus beurteilt wird. Freilich gilt das nur 
für solche Aufpunkte, welche nicht von denjenigen elektro- 
magnetischen Wellen bedeckt werden, die vor Eintritt des 
stationären Bewegungszustandes entsandt wurden. Je größer 
die Zeit ist, welche seit dem Beginn der gleichförmigen Be- 

10* 
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wegung verBtrichen ist, desto weiter wird die Wellenzone sich 
TOQ den bew^ten Ladungen entfernt haben, wofern nicht 
deren Geschwindigkeit gerade der Lichtgeschwindigkeit gleich 
ist. Diesen Fall achließen wir aus; wir betrachten hier aus- 
schließlich Bewegungen mit Unterlichtgeschwindigkeit, Hier 
wird die mit Lichtgeschwindigkeit forteilende Wellenzone das 
stationäre Feld einschließen; lassen wir die Zeit, die seit 
Beginn der gleichförmigen Bewegung verflossen ist, beliebig 
wachsen, so dehnt sich das stationäre Feld mehr und mehr 
aus; seine Feldstärken nehmen mit dem Quadrate der Ent- 
fernung von den bewegten Ladungen ab. Seine Energie und 
Bewegungsgröße können daher von einer gewissen Zeit an den 
(im Falle der Unterlichtgeschwindigkeit endlichen) Werten der 
Energie ond Bewegunga große gleichgesetzt werden, welche 
sich ergeben, wenn man das stationäre Feld als im ganzen 
Kaume herrschend annimmt. Die so berechneten Werte sind 
allerdings nicht mit der gesamten Energie und Bewegungs- 
größe des Feldes identisch; um diese zu erhalten, müßten wir 
noch die Energie und Bewegungsgröße der Wellenzone hinzu- 
fügen. 

Bei der Berechnung der elektrom Emetischen Potentiale 
des stationären Feldes werden wir nicht die Formeln (50) und 
(ÖOa) als Ausgangspunkt wählen; es ist hier bequemer, auf die 
Differentialgleichungen (30a, b) zurückzugehen, die sich hier 
erhebhch vereinfachen. Da nämlich die elektromagneÜschen 
Potentiale stationär sind in bezog auf ein mit der Geschwin- 
digkeit D bewegtes System, so ist noch Bd. I, GL 116, S. 116: 



9'» 

dt " 



|f + (»V)* 



0, 



^ = |! + (»v)« = o. 

Legen wir die x-Achse der Bewegungarichtung parallel 
und setzen 



ß 



c 
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so 



wird 



?* 



e« 



~?f ~ '^ß-^'T 



et 



ex> 



dt 



SR. 






ex 



und es nehmen die Differentialgleiclmngen (30a, b) der elek- 
m agil etie eben Potentiale die Form an: 



(101) 
(101a) 



-, ,,-,3'* , 8'* , ß'* . 



(1-^' 



'Sx' 

' dx' 



g»«, 
+ ^ + 



3'«, 



— 4hp/J, 



Die znr Bewegungsrichtimg Beukrechtea Komponenten des 
elektromagnetischen Vektorpotentialea sind nach (50a) gleich 
NuU, weil 



war; da aber 



l..= f.-0 



f.-9~- 



ist, so wird im Einklang mit (101, 101a): 
(101b) «,=-/3«, «,= «,= 0. 

Hieraus ergeben sieb für die Komponenten der Feldstärken 
Beziehungen, die den in § 12 (Gl. 67 b, e) für eine gleichför- 
mig bewegte Punktladung abgeleiteten vollkommen entsprechen. 
Es wird 



(101 e) 


e.= 




(101 d) 


e.- 




(101 e) 


0.- 


0, 


(lOlf) 




3. ßd. ß^-> 



Auch folgt für den Vektor JJ, welcher die elektromagne- 
tische Kraft auf die mitbewegte Einheit der Ladung bestimmt, 
die der Gleichung (68) entsprechende Beziehung 

(102) ^^-VW, W^{l-ß'}0. 
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Dabei ist W, das „Konvektionspotential", identisch 
mit dem allgemein in Gleichnng (99) des vorigen Paragraphen 
definierten Skalar. In dem vorliegenden Falle der gleich- 
förmigen Bewegung hat er der partiellen Differentialgleichung 
zu genügen: 

i*' 



" 3a!' ■•" dy'"' '•'S'' 



— 4nQx', 



(102 a) 

wobei ab kür zungB weise gesetzt ist 

{102 b) ' x = i/]r^. 

Da j5 < 1 angenommen wird, so ist x eine reelle positive 
Zahlgröße. 

Die einfachste, einer gleichförmig bewegten Punktladung 
entsprechende Lösimg der Differentialgleichung (102a) haben 
wir bereits in § 12 kennen gelernt. 

Für die der Bewegungsriehtung parallele Komponente des 
Vektors 

welcher nach Gleichung (18) die Dichte der elektromagnetischen 
Bewegungagröße bestimmt, erhalten wir aus (lOlfJ 

Dabei ist nach (101 e) die magnetische Energiedichte gleich 

Integrieren wir über das ganze Feld, so erhalten wir 

(103) 2r=|ö|®,= (D@), 

Die doppelte magnetische Energie des gleich- 
förmig bewegten Systemes elektrischer Ladungen ist 
gleich dem skalaren Produkte aus der Geschwindig- 
keit und der elektromagnetischen Bewegungsgröße. 

Die durch Gleichung (99a) definierte „Kräftefunktion" 
der bewegten Ladungen 

(104) V^jfdvg ^ 
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ist TOn großer Wichtigkeit für die Theorie der konvektiv be- 
wegten Elektrizität. Es spielt ja das Konvektionspotential W 
hier dieselbe Rolle, welche das elektrostatische Potential tp in 
der Theorie der ruhenden Elektrizität spielt. Wie der negative 
Gradient von ip die Eraft angibt, die auf die ruhende Einheit 
der Ladung wirkt, so wird in unserem gleichförmig bewegten 
Systeme die Kraft auf die mitbewegte Einheit der Ladung 
durch den negativen Gradienten von ^P" augezeigt (Gl. 102). 
Wie die Abnahme der elektrostatischen Energie 



(104 a) 



U 



•~\jdv^(p 



die Arbeit angibt, die bei einer Konfigurationaänderung ruhen- 
der Ladungen gewonnen wird, so wird die Abnahme der E>äfte- 
fanktion V die Arbeit angeben, die bei einer Änderung der 
Konfiguration in unserem gleichförmig bewegten Systeme elek- 
trischer Ladungen zu ■ gewinnen ist. Diese Konfigurations- 
änderung ist selbstverständlich unendlich langsam vorgenommen 
zu denken, so daß unser System in jedem Momente als ein mit 
der Geschwindigkeit U gleichförmig bewegtes gelten kann. Die 
für unser stationäres Feld aus (100) und (98) folgende Beziehung 

(104b) V L=Ü-T 

gestattet folgende Deutung: Zu der elektrischen Energie Ü 
des Ladungssystemes tritt das elektrodynamische 
Potential —2" der Konvektiousströme, welches ebenso 
wie bei geschlossenen Leitungsströmen (Bd, I, § 70) 
der negativen magnetischen Energie gleich ist. Die 
so erhaltene Kräftefunktion gibt die Arbeit an, 
welche bei einer Konfigurationsänderung der be- 
wegten Ladungen gewonnen wird. 
Es folgt übrigens aus (101 e,f) 

Hieraus ergibt sich für die Kräftefunktion der Ausdruck 



(104c) 



V L 



-M' 



'+x'{%'+ 



V)]- 
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Für die wirkliclie Bereclinuiig eignet sich allerdings besser 
die Formel (104), welche die Kräftefunktioii durch ein über 
die elektrischea Ladungen erstreektea Integral darstellt; dieses 
Integral läßt sieh aoBwerten, sobald das Konvettionspotential W 
bekannt ist. Wir gehen jetzt dazu über, durch Integration der 
partiellen DiflFerentialgleichung (102 a) das Konvektionspotential 
zu bestimmen. 

Man sieht sofort ein, daß diese Differentialgleichung in 
die Poiasonache Gleichung übergeht, wenn man durch die Sob- 
stitution 
(105) 3; = XoX, y = y^, z = s„ 

neue unabhängige Variable einfuhrt. Wir wollen gleichzeitig 
setzen 

(105a) p = ^. 

Dann ist die Differentialgleichung des Konvebtionspoten- 
tiales zu schreiben 
(105b) Vo*»F--43re(,x. 

Wir wollen unser gleichförmig bewegtes System 2 ver- 
gleichen mit einem rahenden Systeme 2i^ von elektrischen 
Ladungen, Es sollen ^g, ^p, z^, p^ Raumkoordinaten und elek- 
trische Dichte in 21^ sein, d, h. es soll 2;, aus 2 durch eine 
Dilatation parallel der Bewegungsrichtung hervorgehen, durch 
■welche alle der i-Achse parallelen Strecken im Verhältnis 

x-^-(l-^')-i 

verengert werden; die Dichte der Elektrizität soll gemäß (105a) 
im Verhältnis x bei dieser Dehnung verkleinert werden, so 
daß entsprechende Volumelemente in 2 und 2^, dieselbe 
Ladung enthalten. Das elektrostatische Potential «jpg in 2^ 
wird der Poissonsehen Gleichung zu genügen haben 

(105c) VgVg^ 4jrp(,. 

welche durch 

(lOöd) ^^^ß-^^'.^f^ 
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allgemein integriert wird. Vergleichen wir nun (105b) und 
(105c) und bemerken, daß die Ladungen entsprechender Volum- 
elemente in Sg und 2^ die gleichen sind, so erhalten wir 



(106) 



wo 



Cde Cdvf 



(106a) r,^Y{x,-i,y+{y,-ri,f-^{z,-Q^ 



die Entfemnng der Punkte {x^y^t:^ und (lo%&)) ist, welche 
in dem ruhenden Systeme Z^, dem Äufpunkte (xye) und dem 
Quellpunkte (|ij§) des bewegten Systemes Z^ entsprechen. 
Hierdurch ist allgemein die Bestimmung des Kon- 
Tektionspotentialea in 2^ zurückgeführt auf die Be- 
stimmung des elektrostatischen Potentiales in ^g. 

Daa Konvektionspotential einer im Koordinaten anfange 
befindlichen Punktladung e wird hiemach 



(106b) 



W- 



y*!'+x'{y'+o' 



was Tollkommen mit den Gleichungen (68) und (67a) des § 12 
fibereinatinimt. In Entfernungen von dem bewegten Ladungs- 
aysteme, in welchen dasselbe wie eine Punktladung wirkt, ist 
die Formel (106b) für das Konvektionspotential zu verwenden; 
hier sind die Flächen konstanten Konvektionepotentialea in £ 
Heaviaide-EUipsoide, welche aus den kugelförmigen Äqui- 
potentialflächen einer ruhenden Punktladung in S^ durch die 
Transformation (105) entstehen. 

Vergleichen wir die Komponenten der elektrostatischen 
Kraft 

«p=- Vo<po in Ef, 

mit denen der elektromagnetischen Kraft 
g = _ VF in X, 
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Bo erhalten wir gemäß (105) und (106) 



(106c) 



= — X -^ — = x\ 



%.- 


8v 


8fa 
3*0 


5,= 




4-" 


tir- 


8V 




teil 


demnacli 


auf 



»Oai 



^Dy! 



Eb wirken demnacli auf zwei einander ent- 
sprechenden Ladungen des bewegten Systemea E und 
des ruhenden Syatemee £^ Kräfte, die bezüglich 
der Komponenten parallel der Bewegungsrichtung 
einander gleich sind, während die zur Bewegungs- 
richtung senkrechten Komponenten in E im Ver- 
hältnis 3£ = yi — ß" kleiner sind als in E^. 

Hat man für ein ruhendes System E^ das elektroatatiache 
Problem gelöst, d. h. die Gleich gewichtayerteilung der Elek- 
trizität auf einem Leitersjstem ermittelt, ao kann sofort aus 
dieser Lösung die Gleichgewichte Verteilung der Elektrizität 
in dem gleichförmig bewegten Systeme E angegeben werden, 
welches aus E^ durch eine Kontraktion parallel der Bewegongs- 
richtung im Verhältnis x entsteht. Im Innern der Leiter in ZiJ, 
ist das elektrostatische Potential konstant, die Feldstärke (Eg 
gleich Null; dementsprechend ist in E auf den Leitern das Kon- 
vektionspotential konstant und die elektromagnetische Kraft 5 
gleich Null. Wie die Gleichgewichtsverteilung in Sg, dean 
Sat^e von W. Thomson gemäß (vgl. I, §50), durch ein Minimum 
der elektrostatischen Energie Ug ausgezeichnet ist, ao 
besitzt die Verteilung der Elektrizität auf den Leitern 
des bewegten Syetemes S die Eigenschaft, die Kräfte- 
funktion 

(106d) r^^Jdv^W^^ \Jdv,Qg*^^^=yiVg 

zu einem Minimum zu machen. 

Wir denken una in Sg die Ladung e mit gleichförmiger 
räumlicher Dichte verteilt Über eine von zwei konzentrischen. 
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ähnlicliea und ähnlicli liegenden EUipBoiden begrenzte Schicht. 
Das elektroB tausche Potential nimmt in dem Grenzfalle einer 
sehr dünnen Schicht im Innern des EUipsoides den konstanten 
Wert an*): 



<Po' 



1 i'ds 
TV D' 



(107) 

wo abkürznngsweise 

(107 a) D = V'(V+s)(V+s)(V + s) 

gesetzt ist. Die entsprechende, im Grenzfalle flächenhafte Ver- 
teilung der Elektrizität ist, eben weil sie im Innern des 
EUipsoides ein konstantes elektrostatisches Potential ergibt, 
diejenige, welche sich auf einem leitenden ruhenden EUipaoide 
Ton den Halbachsen a^, b^, e^ wirklich herstellt. 

Durch gleichförmige Kontraktion im Verhältnis x parallel 
irgendeiner Geraden entsteht nun aus diesem Ellipsoide wiederum 
ein EUipsoid von den Halbachsen a, h, c. Wird dieses parallel 
jener Geraden gleichförmig bewegt mit einer dem Werte von x 
entsprechenden Geschwindigkeit, so ordnet es sich eben dem 
ruhenden Ellipsoide ^0(0^, &q, Cg) als bewegtes £{(i,b,c) zu; 
auf ihm ist das Konvektionspoteutial W — xg)f, konstant. Da 
nun die Gleichgewichtsverteilung der Elektrizität auf einem 
bewegten Leiter dadurch gekennzeichnet ist, daß im Innern 
des Leiters der Vektor 5 verschwindet, d. b. das Konvektions- 
poteutial konstant ist, ho erbalten wir durch Kontraktion des 
ruhenden leitenden EUipsoides 2^ ein bewegtes leitendes 
EUipsoid 2], auf dem das konvektive Gleichgewicht der Elek- 
trizität sich hergesteUt hat. Beachten wir nun, daß die Elek- 
trizitätsverteilung in 2^ sich als GrenzfaU einer räumlichen 
gleichförmigen Verteilung zwischen zwei konzentrischen, ähn- 
liehen und ähnlich liegenden Ellipsoiden auffassen läßt, und 
daß durch die vorgenommene Kontraktion diese Ellipsoide 
wieder in ähnliche, konzentrische und ähnlich Hegende EUipsoide 



*) Vgl. Riemann -Weber, die partiellen Differentialgleichungen der 
math. Physik. I, § lOä, S. 269. 
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übergehen, so erkennen wir folgendes: Die erhaltene Elek- 
trizitäts Verteilung auf dem EUipsoide £(a, h, e) wäre auch 
dann im Gleichgewichte, wenn das Ellipsoid ruhte. Die 
ElektrizitätsTerteilung auf einem leitenden EUipsoide 
wird dnreh gleichförmige Bewegung desselben nicht 
beeinflußt»'). 

Auf unserem kugelförmigen Elektron wurde die Flächen- 
ladung als gleichförmige angesehen, und es wurde angenommen, 
daß die Ladung fest an der Fläche haftet. Obgleich dieser 
Fall physikalisch wesentlich verschieden ist von demjenigen des 
geladenen Konduktors, so zeigt doch der obige Satz, daß beide 
Fälle in ihren Konsequenzen übereinstimmen, wenigstens für 
stationäre und quasiatationäre Bewegungen; denn es bleibt ja 
auch auf dem bewegten leitenden EUipsoide die Elektrizitäts- 
verteilung, obwohl sie einer Änderung fähig wäre, im Falle 
des konvektiven Gleichgewichtes die gleiche wie auf dem 
ruhenden. So erklärt es sich, daß die Untersuchungen von 
W. B. Morton^«) und G. F. C. Searle") ober das Feld und die 
Feldenergie gleichförmig bewegter ellipsoidi scher Leiter für die 
Dynamik des Elektrons sich haben verwerten lassen, obwohl 
sie von wesentlich anderen Grundhypothesen ausgehen. 

Durch (107) und (106) ist das Konvektiouspotential einer 
bewegten ellipsoidischen Flächenladung bestimmt. Wie die 
Bewegungsrichtung auch gegen die Hauptachsen (2a, 26, 2c) 
orientiert sein mag, die Streckung (105) ergibt stets wiederum 
ein Ellipsoid, durch dessen Hauptachsen {2ag, 2h^, 2Cg) sich 
das elektrostatische Potential q)^ gemäß (107) berechnet. Die 
elektrostatische Energie dieses flachenhaft geladenen 
Ellipsoides ist 



(107 b) 



yj I e' i'ds 



aus ihr bestimmt sich nach (106d) die Kräftefunktion des be- 
wegten EUipeoides. 

Wir wollen dem Falle der Flächenladung den FaU gleich- 
förmiger Volumladung eines bewegten Ellipsoides gegenüber- 
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stellen. Sind die Halbachsen a, h, c dieeea EllipBoides die- 
selben wie die des soeben betrachteten, und ist die Orien- 
tierung der Achsen gegen die Bewegungsrichtiing dieselbe, so 
sind auch die Halbachsen »q, b^, c^ des beim Übergang zum 
gestreckten Systeme £^ entstehenden Ellipsoides die gleichen 
wie dort. Es wird hier das elektrostatische Potential in 2^ 
für das Innere des Ellipsoides*) 

(10,0 ..=|./l-(i-,-f$,-^.-^-), 

I ° 

und somit die elektrostatische Energie der Volumladung 

OS 

_S ^ ("ds /",,, „ [, 3^0 ' So' _^L_\ 



Die Integrationen über das Volumen des Ellipsoides lassen 
sich leicbt ausführen. Man findet 









S^.)l 



Wir wollen die elektrostatische Energie (107 d) des gleich- 
formig über sein Volumen geladenen Ellipsoides vergleichen 
mit derjenigen des flächenhaft geladenen (107bJ. Wir können 
die letztere auffassen als Funktion der Größen a^', ö^', c^', und 

zwar als homogene Funktion vom Grade I — I. In der Tat, 

erinnern wir uns der Bedeutung der Größe D, die in (107 a} 
augegeben war, und setzen statt a,,', b^^, Cq' die a- fachen Werte, 
80 geht durch die Substitution s = s'a die rechte Seite von 
(107 b) über in ein ganz gleiches, nach s' genommenes Integral 



*) Biemann-Welter, Die partiellen Differentialgleichungen d. math. 
Physik. I, § 107, S. 258. 
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zwischen denselbea OrenzeD, multipliziert mit a a . N'ach einem 
Satze von Euler über homogene Funktionen ist demnach 



(107 e) 






^r + i, 



■0 36 . + '^ 



«^ = ^1 



Se,* 



U„. 



Was nun die elektroßtatiache Energie der Volumladung 

(107(1) betrifft, so können wir schreiben 

was nach (107 e) ergibt 



(107f) 



Ul = ^ U,. 



Von der elektrostatischen Energie in 2^^ auf Gfrund von 
(106 d) sogleich zur Kräftefunktion in £ übergehend, erhalten wir 

(108) 






Es verhalten sich die Kräftefunktionen zweier 
Ellipsoide derselben Form, Ladung, Bewegungs- 
richtung und Geschwindigkeit, von denen das erste 
über sein Volumen gleichförmig geladen ist, während 
im zweiten die Ladungsverteilung der Flächenladung 
des leitenden Ellipsoides entspricht (d. h. als Grenzfall 
einer gleichförmigen räumlichen Verteilung in einer, von zwei 
ähnlichen und ähnlich liegenden EUipsoiden begrenzten Schicht 
anzusehen ist) wie 6:5. Dieser Satz führt den Fall der 
Volumladung auf denjenigen der Flächenladung zurück, so 
daß wir uns weiterhin nur mit dem letzteren zu beschäftigen 
brauchen. 

§ 19. Bewegungagröße und Energie des gleiokformig 
bewegten Elektrons. 

Wir betrachten ein ellipaoidisches Elektron in gleich- 
förmiger geradliniger Bewegung; ist genügend lange Zeit seit 
dem Eintritt dieser Bewegung verflosseJi, und ist die Ge- 
schwindigkeit der Translation kleiner als die Lichtgeschwindig- 
keit, so wird die gesamte Energie und Bewegungsgröße des 



§ 19. Drittes Kapitel. Die Mechanik der Elektronen. 159 

Feldes konstant sein. Sie wird sich zusammensetzen aus der 
Energie nnd Bewegungsgröße, der vor Eintritt der gleich- 
förmigen Bewegung entsandten WeUen und der vom Elektron 
mitgefiihrten Energie nnd BewegungsgrüBe. Die weitere Be- 
wegung des Elektrons ist ausschließlich durch die mitgefiibrte 
Bewegungsgröße und Energie bestimmt. 

Da der gesamte elektromagnetische Impuls und der auf 
den Mittelpunkt des Elektrons bezogene Drehimpuls des mit- 
geführten Feldes konstant sind, so ergeben die ImpulBsätze 
(94, 94 a): 
(109) St' = 0, 

(109a) «"-[bo®]. 

Es bedarf demnach keiner äußeren Kraft, um die 
gleichförmige Bewegung des ellipsoidischen Elektrons 
aufrechtzuerhalten, wohl aber im allgemeinen einer 
äußeren Drehkraft. Eine äußere Drehkraft ist stets 
erforderlich, wenn der Impulsvektor @ nicht der Be- 
wegungsrichtung parallel weist. Man überzeugt sich 
leicht davon, daß dieses eine Konsequenz der allgemeinen Im- 
pulsätze des § ö ist. Es war ja die elektromagnetische Be- 
wegungsgröße über den Äther verteilt zu denken und dem- 
entsprechend das Impulsmoment auf einen im Räume festen 
Punkt zu beziehen. Eine äußere Drehkraft ist dann erforder- 
lich, wenn das auf den ruhenden Momentenpunkt bezogene 
Moment der elektromagnetischen Bewegungsgröße sich ändert; 
das ist aber hier der Fall; denn es führt das gleichförmig 
bewegte Elektron sein Feld und die über dieses Feld verteilte 
Bewegungsgröße einfach mit sich, es ändert sich also der von 
dem ruhenden Bezugspimkte aus gezogene Hebelarm, an dem 
das betreffende Quantum von Bewegungsgröße anzubringen ist, 
und zwar für das ganze Feld mit derselben Geschwindigkeit 
U — Oft. Die zeitliche Änderung des gesamten auf den ruhenden 
Momentenpunkt bezogenen Impidsmomentes ist demnach gleich 
dem äußeren Produkte aus Uf, und dem gesamten Impulse des 
mitgeführten Feldes, wie Gleichung (109a) behauptet. Was 
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aber die BewegangsgröBe der entsandten Wellen anbelangt, so 
ist diese, wie wir gezeigt haben, der Strahlrichtong, d. h, dem 
vom Orte des Entsendens aus gezogenen Radius vektor paralleL 
Dir Moment in bezug auf diesen im Räume festen Punkt ist 
dauernd gleich Null, bo daß die Bewegungsgröße der Wellen 
in (109a) nicht eingeht. 

Es ist aus Symmetriegr linden ersichtlich und wird durch 
genauere Überlegung bestätigt, daß der Impuls @ des mit- 
gafiihrten Feldes parallel der Bewegungsrichtung weist, wenn 
ein ellipaoidisches Elektron einer der drei Hauptachsen parallel 
bewegt wird. Geschieht hingegen die Bewegung des Ellipsoides 
in einer anderen Richtung, so bedarf es einer äußeren Dreh- 
kraft, um die gleichförmige, rotationslose Bewegung aufrecht- 
zuerhalten. Eine Translation des ellipsoidischen Elek- 
trons in einer zu den Hauptachsen schiefen Richtung 
erfüllt also nicht das erste Axiom der Newtonschen 
Mechanik; sie kann nicht ohne Einwirkung äußerer 
Kräfte vor sich gehen. Was aber die Bewegung parallel 
den Hauptachsen anbelangt, so sind stabile und labile Be- 
wegungen zu unterscheiden. Eine translatorische Bewegung 
wird als stabil zu bezeichnen sein, wenn beim Herausdrehen 
der Hauptachse aus der Bewegungsrichtung eine innere Dreh- 
kraft erweckt wird, welche die Hauptachse wieder in die Be- 
wegimgsrichtung einzustellen strebt, d. h. wenn die durch 
(109 a) angegebene äußere Drehkraft Ä", welche jener inneren 
Drebkraft das Gleichgewicht hält, das Ellipsoid aus der Be- 
wegungsrichtung herauszudrehen sucht. Ist hingegen eine 
äußere Drehkraft erforderlich, welche die betreffende Haupt- 
acbae in die Bewegungsrichtung einzustellen sucht, d. h. streben 
die durch eine kleine Drehung erweckten inneren Drehkräfte 
den Winkel zwischen der Achse und der Bewegungsrichtung 
zu vei^ößem, so wird die betreffende Bewegung eine labile 
zu nennen sein. Wie wir im vorigen Paragraphen gesehen 
haben, gibt die Kräftefunktjon V des Elektrons durch ihre 
Abnahme die bei konstant gehaltener Geschwindigkeit bei 
«iner Konflgurationaänderung zu gewinnende Arbeit an. Dem- 
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entsprechend werden sich die stabilen und labilen Transktions- 
bewegungen dadurch uuteracbeiden lassen, daß eratere einem 
Minimum, letztere einem Maximum der Kräftefunktion V bei 
gegebener Geschwindigkeit entsprechen, gerade so, wie in der 
Mechanik die etabilen und labilen Gleichgewichte durch ein 
Minimum bzw. ein Maximum der potentiellen Energie sich 
auszeichnen (rgL Bd. I, § 11). Die genauere Untersuchung^) hat 
dieses bestätigt; sie bat ferner ergeben, daß die Bewegung 
des Ellipsoides parallel der grüßten der drei Achsen 
einem Minimum der Kräftefunktion V (oder nach (104b) einem 
Maximum der Lagrangescben Funktion) entspricht und dem- 
nach stabil ist. Die Bewegung parallel der kleinsten 
der drei Aehsen hingegen, welche einem Maximum von V 
entspricht, ist instabil. Wir können also nicht annehmen, 
daß die in den Kathodenstrahlen und in den Badiumstrahlen 
bewegten Elektronen etwa abgeplattete Rotation seUipsoide sind, 
welche sich parallel der Rotation Hachse bewegen, wenigstens 
dann nicht, wenn wir die Ladung starr an dem Volumen oder 
an der Oberfläche des EUipsoides haften lassen; der kleinste 
Anstoß würde genügen, um ein solches Ellipsoid zum Um- 
schlagen zu bringen. Was schließlich die Bewegung parallel 
der mittleren Achse des dreiachsigen EUipsoides anbelangt, 
so ist dieselbe offenbar stabil gegenüber solchen Drehungen, 
welche die kleinste Hauptachse, aber labil gegenüber solchen, 
welche die größte Hauptachse der Bewegungsrichtung parallel 
zu stellen suchen. Auch eine Bewegung parallel dieser mitt- 
leren Achse wird labil zu nennen sein. Wenn man unsere 
einfachste Voraussetzung, nämlich die eines kugellormigen 
Elektrons, aufzugeben und zu der komplizierteren Annahme 
einer ellipsoidischen Form überzugehen wünscht, so wird man 
in den Eatbodenstrahlen und in den Kadiumstrahlen diese 
ellipsoidischen Elektronen nur ihrer größten Achse parallel 
bewegt annehmen dürfen, wofern man an den Grundhypothesen 
(VI, Via und VU) festhält. 

Unser kugelförmiges Elektron ist offenbar bezüglich einer 
Drehung in indifferentem Gleichgewicht. Der Impuls weist 
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st«ta psralle] der Bewegnngsrichtting. tmd es ist keine äoBeie 
Drehkrsft erforderlicli, am die gleäcfafonnige Translation an&eefat- 
eaerha]t«D. Die gleichförmige Translationsbewegnng 
unnerei kngelförmigen Elektrons mit Unterlicht- 
geflohwindigkeit iit demnach eine kräftefreie Be- 
wegnng. Es gilt für ein solches Elektron, sei es, daß 
die Ladung gleichförmig Sber die Oberfläche oder 
gleichförmig tiber daB Volnmen rerteilt ist, das erste 
Axiom der Newtonechen Mechanik. 

Wir gehen nunmehr zur Berechnung der elektromagne- 
tischen BewegnngagröBe und Enei^e über, welche das Elek- 
tron bei seiner gleichfönnigen Translation mit sich fährt. Die 
BttRtimmnng der Kräftefunktion V bzw. der Lagr an gesehen 
Funktion L ist ja durch (106d) zurückgeführt auf die Be- 
stimmung der elebtroBtatischen Energie 0,^ des im Verl^ltnia 
x~' seiner Bewegungerichtung parallel gestreckten Elektrons: 
(110) V L^xUo. 

Ans der Lagrangeachen Funktion leiten wir nun sowohl 
die BewegnngB große wie die Energie unseres kugelförmigen 
Elektrons ab. Wir gehen dabei aus von der Formel (104c): 

(UOa) L ^ -f~[m + (1 - ß'Km + «) )■ 
DieBelbe nach ß differentiierend, erhalten wir 

Wir betrachten zuerst das zweite der hier auftretenden 
Integrale; die partielle Differentiation nach ß bezieht sich auf 
das Feld, welches in einem gegebenen Punkte des stationären 
vom Elektron mitgeführten Feldes herrscht, d. h. es sind die 
Koordinaten (sc, y, e) im bewegten Systeme bei der Differen- 
tiation nach ß konstant zu halten. Nach (101c, d) und (102) 
können wir da.s Integral schreiben 
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Nach der Regel (i) der FormelzuBammenstellung in Bd. I, 
S. 453 ist 

-(l|.V^)=^di.|f-div^f. 

Der Satz toh Gauß ergibt demgemäß 

wenn man beachtet, daß das Oberflächen integral von ^^ 

über die Begrenzungsfläche des stationären Feldes zu Temach- 
lässigen ist, da U^ mit der (— l)"™, 6 mit der (— S)*"" Potenz 
der Entfernung vom Elektron abnehmen; hat, wie wir vorauB- 
setzen, däS etationäre Feld sich bis zu Entfernungen ausgedehnt, 
die groß sind gegen den Radius dee Elektrons, bo ist dieses 
OberfläcbenintegTftl in der Tat zu streichen ; das geschieht mit 
demselben Rechte, mit dem wir die Energie und die Be- 
wegungsgröße des mitgefübrten Feldes so berechnen, als ob 
im ganzen Räume das stationäre Feld herrschte. 

Die partielle Differentiation nach ß bezieht sich auf einen 
Punkt, der eine feste Lage in einem mit dem Elektron be- 
wegten Bezugssysteme hat. Haftet nun, wie angenommen 
wurde, die Elektrizität starr an den Volumelementen des Elek- 
trons, so ist die Lad ungs Verteilung von der Geschwindigkeit 
unabhängig, und es wird 

8t> 



und daher auch 
(110 c) 



8ß 



= 0, 



f'::i^^^fä..%^o. 



Wir erhalten demnach aus (110b) mit Rücksicht auf (lOlf) 

Es wird die der Bewegungsrichtung parallele 
Impulskomponente erhalten, indem man die La- 
gtangesche Funktion nach dem Betrage |lt]— ^c^ der 
Geschwindigkeit differentiiert. Speziell für unser kugel- 

11* 
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fbmiigea Elektron, dessen Impuls stets aeiner Böwegunga- 
richtung parallel ist, wird 

(111) i®|-|fj- 

Die Gültigkeit dieser bedeutungsvollen Beziehung 
fußt weBentlich auf der kinematiselien Grundhypo- 
these (VH), welche aussagt, daß die Elektrizität an 
den Volumelementen des starren Elektrons haftet. 
Würden wir hingegen eine Formänderung des Elektrons zu- 
lassen und annehmen, daß mit wachsender Geschwindigkeit 
die Form des Elektrons, d. h. die Ladunga Verteilung im be- 
wegten Systeme sich änderte, so wäre p als Funktion von ß 
anzusehen; aladann würde die Relation (llOc) nicht mehr 
gelten, es würde daa zweite Glied auf der rechten Seite von 
(110b) nicht mehr fortfallen. Es beruht mithin die Gleichung 
(HOd) auf unserer kinematiachen Gfrundhypotheae (VII); diese 
Gleichung geht in (111) über, wenn der Impuls der Bewegungs- 
richtung parallel weist, d. h. wenn keine äußere Drehkraft zur 
Äufrechterhaltung der gleichförmigen Translation erforderlich 
ist. Für unaer kugelförmiges Elektron ist diese Bedingung, 
wie wir gesehen haben, erfüllt. 

Die Lagraugeache Funktion ist definiert als Differenz der 
magnetiachen Energie T und der elektrischen Energie U. Es 
ist mithin die gesamte elektromagnetische Enei^ie des Elektrons 

W-2T-L. 

Führen wir hier für 2T den allgemeinen, im vorigen 
Par^raphen erhaltenen Ausdruck (103) ein, so erhalten wir 

pr=iu|®.-i 



oder mit Rücksicht auf (llOd) 
(lila) W 



' a D 



Es drückt sich demnach auch die Energie eines 
der kinematischen Grundgleichung (VII) gehorchenden 
Elektrons allgemein durch die Lagraugeache Funk- 
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tion auB. Wir merken noch die ans (111) und (lila) fol- 
gende Beziehnug an 

, , , rf,®|_ 1 dW d'L 

^^''^^i d]l>\ ~ \t\d\l,' ~ d,l, " 

deren Bedeutnng wir im näclisten Paragraphen erläutert werden. 

Die Ent Wickelungen des vorigen Paragraphen gestatten 
es nun ohne weiteres, das Feld und die Lagrangesche Funktion 
eines kugelförmigen Elektrons zu ermitteln, sowohl für den 
Fall der gleichförmigen Flächenladung als auch für den Fall 
der gleichförmigen Volumladung. 

Durch die Transformation (105) wird die bewegte Eugel 
vom Radius a abgebildet auf ein ruhendes Ellipsoid von den 
Halbachsen 

(112) '»0=!. fco=''o=^> 



dies ist ein gestrecktes Kotationsellipsoid, dessen Rotationsachse 
der Bewegungsrichtung des Elektrons entspricht. Das elektro- 
statische Potential dieses Ellipsoidea würde sich für den Fall 
der F^chenladaug aus (107), für den Fall der Volumladung 
ans (107c) durch Einführung der Halbachsen (112) auswerten 
lassen- Durch (106) wäre dann das Konvektionspotential 
des bewegten Elektrons bestimmt als 

(n2a) "P-xip^, 

und durch (102) bzw. (101b) die elektromagnetischen 

Potentiale 

(112b) * = x-»1p- = x->a 

und 

(112c) a = A*=Xq,,. 

Anstatt tpg aus (107) bzw. (lOTo) zu berechnen, ziehen 
wir es vor, zunächst den Fall der Fläcbenladung zn erledigen, 
indem wir uns auf die im ersten Bande dieses Werkes (§ 40) 
gegebene Ableitung des elektrostatischen Potentiales eines ge- 
streckten Rotationsellipeoides beziehen. Die Verteiltmg der 
Ladung auf dem leitenden Ellipsoide i«t ja als Grenzfall einer 
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gleichförmigen räumlichen Verteilung zwischen zwei ähnlichen 
lind ähnlich liegenden Ellipsoiden anzusehen, wie wir im vorigen 
Paragraphen bemerkten. Diese Verteilung ist gerade die hier 
in Betracht kommende, nrimlich diejenige, die durch Streckang 
des mit einer gleichförmigen Flächenbelegung versehenen Elek- 
trons entsteht. Das elektrostatische Potential des leitenden 
Ellipsoides ist in Bd. I, Gl. (132), S. 139 angegeben; dort war 
die Hotati onsachse der j-Achse parallel; es bezeichnete c den 
halben Abstand der Brennpunkte, der hier gleich 



>V-v=«l/^ = «! 



zu setzen ist; es stellten femer r, und r^ die Abstände eines 
Aufpunktes von den Brennpunkten dar, die in der jetzigen 
Schreibweise sind 



»-.= 1/(^0+ «f-)'+v+v, 

Demgemäß wird 



(112 d) 



ex , 



■"-»+'■■ 



^. - « T- + f. 



im äußeren Felde das elektro statische Potential des gestreckten 
Rotationsellipsoides. Zum bewegten Elektron zurückkehrend, 
erhalten wir aus (112b, c) die elektromagnetischen Poten- 
tiale des mitgeführten äußeren Feldes 

2ßii "* {x^aß + xr, 



(112e) 



a* = ^in 



il' 



(112f) 

wobei nach (105) 



9t— '" 1 ( 'C + "^ + '"'i ' 
" ~ i'ßac \x-äß +"k7, f ' 



(112g) 



«ri=l/(a; + a^)*+x*(y*+^») 



lxrg = -l/(ar-«^)«+jt»(j,»+2») 

zn setzen ist. Aus diesen Werten der elektromagnetischen 
Potentiale ist das äußere Feld des Elektrons nach den Formeln 
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(101 c, d, e, f) abzuleiten. Das Eonvektionspotential, dessen 
negativer Grcadieiit die auf die Eiuheit der mitbewegten Ladung 
ausgeübte Kraft bestimnit, ist außerhalb dea EleJitrons, 
nach (112a, d) 
(112h) gr=|^inj^_«P4^'!}. 



Die Äquipotentialflächen des ruhenden, gestreckten Rota- 
tion seUipsoidea sind konfokale Ellipsoide, die sich mit wachsen- 
der Entfernung mehr und mehr der Kugelgestalt nähern. Ini 
äußeren Felde des bewegten Elektrons sind die Flächen kon- 
stanten Konvektionapotentiales eine Schar von Eütpsoiden, 
welche aus jenen durch eine Kontraktion parallel der ^-Ächse 
entstehen; mit wachsender Entfernung vom Elektron nähern 
sie sich asymptotisch Heaviside-Ellipsoiden. 

Wie die Oberfläche des leitenden Rotationaellipsoidea eine 
Äquipotentialfläche ist, so ist die Oberfläche des Elektrons 
eine Fläche konstanten Konvektionspotentiales. Nach Bd. I, 
Gl. 132b, S. 141 ist das elektrostatische Potential des leitenden 
Ellipsuides 



(1121) 



9»- 



M^ 



+V'h + 6c 



^- 



Nach (112, 112a) wird demnach der an der Oberfläche 
des Elektrons herrschende Wert des Konvektiona- 
potentiales 

Im Innern des flächenhaft geladenen Elektrons sind sowohl 
das Konvektionspotential wie die elektromagnetischen Potentiale 
konstant; demgemäß besteht im Innern des gleichförmig be- 
wegten Elektrons, in dem hier behandelten Falle der Flächen- 
ladung, überhaupt kein elektromagnetisches Feld. 

Aus (104) bzw. (104b) folgt jetzt ohne weiteres der Wert 
der Kräfte f unk tion bzw. der Lagrangeschen Punktion 
des Elektrons 
(113) 






Sir den Fall der Flächenladung. 
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Ans (111) folgt als Betrag des Impulses 



dL 



4imH^^M- 



and aus (lila) die Energie des Elektrons 

(im, ir=.i.|,^^-i,-,4(lin(i±-f)-:|. 

Da die Kräftefanktion gleich der Differenz der elektrischen 
Energie ü nnd der magnetischen T ist, so erhalten wir durch 
Addition und Subtraktion von (llSb) nud (113) 

(n3d)T=J(^-r) = ;:((i±f)i„(;i!)-i|. 

Die letztere Formel hätte natürlich auch aus (113a) ab- 
geleitet werden können, da ja nach (103) die doppelte magne- 
tische Energie dem Produkte aus Geschwindigkeit und Impula 
gleich ist. Entwickelt man die beiden letzten Ausdrücke in 
Reihen, die nach Potenzen von ß* fortschreiten, und vernach- 
lässigt Größen der Ordnung /3*, so wird 



(1136) 

(113f) 



f7. 



3a 



■ia' 



ß' 



Für Bewegungen des Elektrons, deren Geschwindigkeit 
klein gegen die Lichtgeschwindigkeit ist, ist die elektrische 
Energie von der Geschwindigkeit unabhängig, während die 
magnetische Energie dem Quadrate der Geschwindigkeit pro- 
portional ist. Eratere ist mithin der potentiellen, letztere der 
kinetischen Energie der gewöhnlichen Mechanik zu vergleichen. 
Diese Analogie ist nicht auf geringe Geschwindigkeiten be- 
schränkt; die Ableitung der Gesamtenergie und des Impulses 
aus der als Differenz der beiden Energiearten definierten Lar 
grangeachen Funktion, die für beliebige Geschwindigkeit galt, 
erinnert an Beziehungen, die aus der analytischen Mechanik 
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bekannt sind; wir kommen hierauf im nächsten Paragraphen 
zurück. 

Haben wir ea nicht mit dem Falle der Fläehenladung, 
sondern mit dem Falle der Volumladung dea kugelförmigen 
Elektrons zu tun, ao können wir die Lagraugesche Funktion, 
die Energie und den Impuls sofort angeben, auf Grund des 
Satzes, den wir am Schlüsse des vorigen Paragraphen bewiesen 
haben (Gl. 108). Im Falle der Volumladung werden 
die Werte der Kräftefunktion, und demnach auch die- 
jenigen der Energie und des Impulses, aus den im 
Falle der Flächenladung geltenden einfach dnrch 
Multiplikation mit dem Zahlenfaktor 6:5 abgeleitet. 
Mit diesem Faktor sind also die rechten Seiten der Gleichungen 
(113) bis (113f) beim Übergange zur Volumladung zu multi- 
plizieren. 

Aus dem am Eingange dieses Paragraphen und in dem 
des vorigen Gesagten geht ohne weiteres hervor, daß diese 
Formeln nur für den Fall der Unterlichtgeschwindigkeit 
die Energie und die Bewegungegröße des mitgeführten Feldes 
bestimmen. 

Die magnetische Energie einer langsam bewegten, flächen- 
haft geladenen Kugel wurde zuerst von 0. Heaviside") richtig 
angegeben (1889). Die Gesamtenergie der leitenden Kugel 
wurde von G, F. C. Searle") ermittelt (1897). Die Bewegungs- 
größe des kugelförmigen Elektrons und die Beziehungen 
zwischen Lagrange seh er Funktion, Energie und Bewegungs- 
größe wurden vom Verfasser') dieses Werkes gefunden (1002), 
der auch den Fall der Volumladung in der hier wiedergegebenen 
Weise erledigte. 

§ 20. Die elektromagnetische Masse. 

Wir haben im letzten Paragraphen bewiesen, daß das 
Elektron, wenn äußere Kräfte nicht wirken, in seiner gleich- 
förmigen rein translatorischen Bewegung verharrt, wofern seine 
Geschwindigkeit kleiner ist als die Lichtgeschwindigkeit. Diese 
Folgerung aus den angenommenen Grundhypotheaen ist in 
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Überemstimmung mit den bei Kathodenatrahlen und Radium- 
Btrahlen gewoniieneü es perim enteilen Ei-gebnieseu; werden die 
Strahlen durch kein äußeres Feld beeinflußt, so erfolgt ihre 
Fortpflanzung geradlinig mit konstanter Geachwindigkeit. 

Wie das erste, so hat auch das zweite Axiom der Mechanik 
Newtons sieh experimentell in gewissem Sinne bestätigt. Die 
träge Masse der Strahlteilcben ist zwar nicht eine unabänder- 
liche wie die Masse der gewöhnlichen Mechanik, Sie ist nur 
bei langsamer Bewegung konstant; bei den |8- Strahlen des 
Radiums hängt sie von der Geschwindigkeit der Elektronen 
ab. Immerhin hat sich in dem Bereiche, auf welches sich die 
Experimente beziehen, die Masse insolern als konstant erwiesen, 
als sich der Betrag der tranNveraalen Beschleunigung bei ge- 
gebener Geschwindigkeit dem Betrage der transversalen äußeren 
Kraft proportional ergab. Der Dynamik des Elektrons erwächst 
die Aufgabe, von diesem Verhalten Rechenschaft zu geben, 
nnd, der experimentellen Forschung voranleuchtend, den Begriff 
der elektromagnetischen Masse präzise zu formnlieren. 

Um das in dem angegebenen Sinne erweiterte zweite 
Axiom Newtons ans den Gruiidgleichnngen unserer Theorie zu 
deduzieren, müssen wir offenbar ausgehen von solchen Be- 
wegungen, welche dem ersten Asiome Geniige leisten; diese 
Bedingung erfüllen die soeben behandelten rotationslosen Be- 
wegungen des allseitig symmetrischen Elektrons. Nur dann, 
wenn die kräftefi'eie Bewegung geradlinig und gleichförmig ist, 
können wir erwarten, die erteilte Beschleunigung der äußeren 
Eraft proportional zu finden. Auch für eiu kugelförmiges 
Elektron ist dieses Verhalten nur unter gewissen einschränkenden 
Voraussetzungen über den Betrag der Beschleunigung und der 
Geschwindigkeit möglich. 

Wie nämlich in § 17 dargelegt wurde, ist die Aussage der 
dynamischen Grundgleichungen eine äußerst verwickelte. Auch 
bei rein translatorischen Bewegungen hängt die innere Kraft, 
welche das Elekti-oa auf sich selbst ausübt, von der Ge- 
schwindigkeit und von der Beschleunigung ab, welche das 
Elektron während eines gewissen, dem betreffenden Zeitpunkte 
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vorangegaugenen Zeitintervalles erfahren hat. Eine Proportio- 
nalität der Kraft zur jeweiligen Beschleimiguiig und eiue Ab- 
hängigkeit der Masse von der jeweiligen Geschwindigkeit allein 
kann daher in Strenge nicht atattfindeo. Nur wenn die Be- 
Bchleiinigung hinreichend gering ist, wenn also die Geschwindig- 
keit nach Richtung und Betr^ sich nur langsam ändert, wird 
das Verhalten des Elektrons durch eine „elektromagnetische 
Masse" zu charakterisieren sein. 

Wir deuteten bereits im Ein gange dieses Kapitels die 
Analogie an, die zwischen der elektromagnetischen Masse der 
konvektiv bewegten Elektrizität und der Selbatinduktiou eines 
Loitungsstromes besteht. Wie die Seibatinduktion mit der 
magnetischen Energie des Leitungsstromea zusammenhängt 
{Bd. I, § 70), so ist die elektromagnetische Masse mit der Be- 
wegungsgröße und der Energie des mitgeführten Feldes ver- 
knüpft. Nun war aber der Gültigkeitsbereich des Begriffes 
der Selbstinduktion auf langsam veränderliche, oder, wie wir 
sagten, „quasi stationäre" Ströme beschränkt. Ein Strom wurde 
quasistatiouär genannt (Bd. I, S. 266), wenn seine Stromstärke 
sich nur relativ wenig änderte in der Zeit, welche die elektro- 
m^netiachen Störungen gebrauchen, um den Abstand zwischen 
den beiden entferntesten Punkten des Stromsystemes zu durch- 
messen. Nur unter dieser Bedingung konnte die magnetische 
Energie so berechnet werden, als ob das Feld wie beim 
stationären Strome der jeweiligen Stromstärke augenblicklich 
folgte. Auf solche quasi stationäre Ströme allein ist die ge- 
bräuchhche Theorie des Wechselstromes anzuwenden , die im 
ersten Bande dieses Werkes (Abschnitt III, Kap. 2) vorgetragen 
wurde. Dementsprechend wird der Begriff der elektromagne- 
tischen Masse nur auf „quasiatatiojiäre Bewegungen" des 
Elektrons angewendet werden dürfen; es wird eine Bewegung 
dann quasistationär zu nennen sein, wenn ihre Geschwindigkeit 
sich nur wenig ändert in der Zeit, welche das Licht gebraucht, 
um über das Elektron hin wegzustreichen. Für qua,sistationilre 
Bewegungen werden vrir die Bewegungsgröße und die Enei^ie 
so berechnen, als ob das mitgeführte Feld der jeweiligen Ge- 
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schwindjgkeit entspräche, d. h. wir werden diejenigen Werte 
des Impulses und der Energie verwenden, die wir im vorigen 
Paragraphen für gleichförmige Bewegungen abgeleitet haben. 
Die Gültigkeitsgrenzen der Theorie der quaai stationären Be- 
wegung werden wir in einem späteren Paragraphen abstecken; 
wir werden sehen, daß diese Theorie alle beobachtbaren Äli- 
lenkungen und Beschleunigungen mit Unterlichtgeschwindigkeit 
bewegter Elektronen umfaßt. 

Dem Impulssätze (94) zufolge ist die zeitliche Änderung 
des Impulsvektors @ des Elektrons der äußeren elektromagne- 
tischen Kraft fi" gleich: 

(114) '',®^ft^ 

Bei quasi stationärer Bewegung wird, wie bei gleiehiormiger 
Bewegimg, der Betrag des Impulses als Funktion des Betrages 
der Geschwindigkeit allein betrachtet und die Richtung des 
Impulses vrie bei einer jeden dem ersten Axiome gehorchenden 
Bewegung der Bewt'gungarichtung parallel vorausgesetzt. Es 
liegt mithin der Vektor, welcher die zeitliche Änderung dea 
Impulses angibt, stets in der Oskulationsebene der Bahn. Es 
ist zweckmäßig, ihn in zwei Vektoren zu zerlegen, von denen 
der erste der Bewegungsriehtung parallel ist, während der 
zweite nach dem Krümmungsmittelpunkte der Bahn weist; die 
Richtungen, nach denen zerlegt wird, sollen durch zwei Ein- 
heitsvektoren tj und 9lj gekennzeichnet werden, welche der 
Tangente bzw. der Hauptnormale der Bahn parallel sind. Nach 
diesen Richtungen hatten wir in Bd. I, § 5 den Beschleunigungs- 
vektor zerlegt. Wir können Gl. 14% S. 14 daselbst schreiben: 



ai4a) 



D = t, 



ä\t\ 
dt. 



M 



Ferner lautet Gleichung (11) daselbst 



wobei ds das Wegelement der Bahnkurve Toratellt 



20. 



Drittes Kapitel. Die Mechanik der Elektronen. 



173 



In ganz entsprechender Weise, wie wir dort den Ge- 
Bchwindigkeitsvektor differentiierten, können wir jetzt den Vektor 

(114c) ® = ti ® 

njach der Zeit differentiieren. 

Ea wird, mit Rücksicht auf {114b): 



,;, - W - *i d( 



nnd da man hat: 

so wird 
(114d) 



ti.- 



^ Bit' 



dieidiai 



dt d\»\ dt ' 



', 



rfieiiiji_i ^, 



Diese Formel gilt für jeden Vektor, dessen Richtung zu 
parallel, und dessen Betrag durch den Betrag ron D bestimmt 
ist Speziell für die zeitliche Änderung von t selbBt geht sie 
über in die Gleichung (114a). 

Andererseits lautet die Bewegungsgleichung (114) 

Cll4e) 8 = tift?+9l,ft^ 

hier sind unter 9u und ft^ die Komponenten der äuBersn Kraft 
zu verstehen, welche parallel bzw. senkrecht zur Bewegungs- 
richtung wirken; die Ebene der Geschwindigkeit b und der 
äußeren Kraft fi" bestimmt die Oskulations ebene der Bahn wie 

I in der Mechanik den materiellen Punktes. 

^^ Wir schreiben jetzt (114d) nnd (114a) 

^^ B = t,ü. + «,»,, 

^M und 

1(114 



und erhalten 
(114g) 



^ 



(114h) 









•r 



Die Quotienten aus longitndinaler Kraftkompo- 
nente und longitudinaler Beschleunignngskomponente 
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sowie ans transversaler EraftkompoBente and 6e- 
Bchleunigungskoinponente sind für quasistationäre 
Bewegungen beide nur Funktionen der Geschwindig- 
keit. 

In diesem Sinne erweist sich das zweite Axiom Newtons 
in der Dynamik des Elektrons als gültig. Wir erhalten jetzt 
für die „longitndinale elektromagnetiBclie Masse", d. b. 
für den Quotienten der parallel der Bewegungs rieht ung ge- 
nommenen Komponenten von äußerer Kraft und BeBchleiini- 
giing: 
(115) 



d\9\ 



Für die „transversale elektromagnetische Masse" 
hingegen, d. h. für den Quotienten der zur Bewegungsrichtung 
senkrechten Komponenten von äußerer Kraft und Beschleuni- 
gung folgt ^^^ 
(115 a) 



m. 



iO| 



Im allgemeinen ist die longitudinale Masse von 
der transversalen verschieden. Nur im Grenzfalle lang- 
samer Bewegung, wo der Impuls des Elektrons seiner Ge- 
schwindigkeit proportional ist, stimmen die rechten Seiten von 
(115| nnd (115a) überein; wir wollen diesen gemeinsamen 
Grenzwert der longitudinalen nud der transversalen Masse mit 
Mfl bezeichnen; für langsame Kathodenstrahlen ist es erlaubt, 
mit ihm so zu rechnen, wie es in § 2 geschah. 

Diese Formeln, welche die Masse des Elektrons mit seiner 
Bewegungsgröße verknüpfen, und die vom Verfasser dieses 
Werkes zuerst angegeben wurden, sind unabhängig von jeder 
Annahme über die Form und die Ladungs Verteilung des Elek- 
trons. Sie gelten immer dann, wenn der Inipulsvektor der 
Beweg iingsri eh tung parallel weist und sein Betrag eine be- 
liebige Funktion des Betr^e.s der Geschwindigkeit ist. Wünscht 
man die Dynamik des Elektrons rein elektromagnetisch zu 
begründen, so hat man für ;®| den Betrag der elektromagne- 
tischen Bewegungsgröße einzusetzen. 
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Man kann die elektromagnetische Masse auch mit der 
elektromagnetischen Energie des Elektrona in Verbindung 
bringen; die Energiegleich luig (96) ergibt für rein trana- 
latorischa Bewegungen 

'^^ {»«') = ine 

Für quasi stationäre Bewegungen wird die Energie des 
Elektrona als Funktion dea Betrages der Geacb windigkeit b&- 
trachtet; es wird daher 

d Hl dt l"l«'- 

Hieraus ergibt aich die ,^ongitudiiiale Maase", die ala 
Quotient der longitudinalen Eeschlennigung und Kraft definiert 
wurde, 

Diese Formel verknüpft die longitudinaie Maase 
des Elektrons mit seiner Energie. Die transversale Masse 
wird selbstverständlich durch die Energieglei chimg nicht be- 
stimmt, da ja eine transversale Kraft keine Arbeit leistet. 

Die aua der Energiegleichung abgeleitete Formel (115b) 
ist ebenso wie die aua dem Imjmlssatze gewonnenen Formeln 
(115) und (115aj unabhängig von jeder Annahme über die 
Form und die Ladungaverteilung dea Elektrona. Sie fußt 
ebenso wie jene allein auf den Grundgleichungen (I bis V) der 
Elektronen theo rie, aua denen ja die Energiegleichung und die 
Impulsgleichung ala Folgerungen aich ergaben. Man könnte 
diese Fonnel ebenso wie jene auch dann verwenden, wenn, 
man annähme, daß wägbare Materie mit dem Elektron ver- 
koppelt aei; alsdann wäre in IFdie Energie, in @ die Bewegunga- 
große der wägbaren Materie mit in Rechnung zu ziehen. 

Dem von uns vertretenen Standpunkte getreu, werden wir 
indessen unter ® stets den elektromagnetiachen Impuls, unter 
W^ die elektromagnetische Energie verstehen. Von einer rein 
elektromagnetisch begründeten Dynamik dea Elek- 
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trone werden wir unter allen Umständen verlangen 

inttasen, daß die beiden Formeln (115) und (115b) für 
die longitudiuale Maaee des Elektrons zu demselben 
Ergebniase führen. Würde die Formel (115b) unter An- 
nahme rein elektromagnetischer Energie zu einem anderen 
Wert von 7«, ergeben als die Formel (115) unter Annahme 
einer rein elekti-o magnetischen Bewegnngsgröße, so würde ein 
innerer Widerspruch unseres Hjpothesensystemes zutage treten. 
Man könJite diesen Widerapruuh durch Einführung einer inneren, 
nicht elektromagnetischen Energie des Elektrons heben; dann 
würde man aber das Ziel einer rein elektromagnetischen Be- 
gründung der Mechanik der Elektronen nicht erreichen. 

In unserer, auf den Grundgleichnngen (VI) und (VII) 
fußenden Dynamik des Elektrons entsteht nun der besagte 
Widerspruch nicht. In der Tat, wir hatten im vorigen Para- 
graphen bewiesen, daß unter Voraussetzung einer unveränder- 
lichen Verteilung der Ladung im Elektron, Impuls und Energie 
durch die Formeln (111) und (lila) mit der Lagrangeschen 
Funktion verknüpft sind. Hieraus hatten wir die Beziehung 
(illb) abgeleitet; diese Beziehung 

d\9\ ^ i_dW d'L 
d\t\ \a\d\h\ ^ rfinr 

besagt nichts anderes, als daß die Ausdrücke (115) und (115b) 
beide den gleichen Wert der longitudinalen Masse ergeben. 
Wir sehen also: Unter Annahme einer von der Ge- 
schwindigkeit unabhängigen Gestalt und Ladungs- 
verteilung des Elektrons ergeben Impulssatz und 
Energiesatz den gleichen Wert der longitudinalen 
elektromagnetischen Masse. Hier tritt der Zusammen- 
hang zwischen unserer kinematischen Grundhypotheae (VH) 
und dem Gedanken einer rein elektromagnetischen Begründung 
der Dynamik des Elektrons, der bereits in § 16 erörterte wurde, 
(ieuthch hervor. Lassen wir diese Grundhypotheae fallen und 
nehmen an, daß die Form des Elektrons sich mit der Ge- 
schwindigkeit ändert, so ergibt die Energiegleichung einen 
anderen Wert der longitudinalen elektromagnetischen Masse als 
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I 



to 



die Lupulsgleichimg; in diesem Falle — ein Beispiel werden 
wir im § 22 kennen lernen — kann von einer elektromajme- 
tischen Begründung keine Rede mehr sein. 

Jene Mnematische Örundliypothese war den kinematischen 
Bedingungsgleichungen der analytischen Mechanik nachgebildet. 
Wir sind jetzt in der Lage zu zeigen, daß unsere Grund- 
gleichungen für die Dynamik quasistationUrer Bewegungen zu 
Ergebnissen führen, welche formal mit denen der Mechanik 
Lagrangea übereinstimmen. Führen wir in die Gleichung 

die Relation (111) ein, so erhalten wir 

d cL 



(116) 



dfdlB 



= «;' 



Wir schreiben hier partielle Differentiationszeichen, weü wir 
weiter nnten L noch von anderen Größen ala nur von |D|, 
abhängen lassen. 

Diese Bewegungagleichung entspricht den Lagrangeschen 
Gleichungen eines Systemes bewegter Massen. Bedeutet L = T— ü 
die Differenz der kinetischen und potentiellen Energie des 
Syatemes, so lauten die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen, 
die in Bd. I, § 15, Gl. 64a, 3. 4Ö abgeleitet worden sind: 

d_dL_ _dL_ 



(116a) 



P,- 



Aus einer solchen Lagrangeschen Gleichung läßt sich nun 
formal unsere Bewegungsgleichung (116) ableiten. Wählen wir 
ala „Antriebspunkt" etwa den Mittelpunkt des Elektrons, so 
iat j>j mit dem durchlaufenen Wege a zu identifizieren, q^ 

■ dB 
mit ^-, d.h. mit [B|, während Pj die äußere, der Bewegungs- 

richtung parallele Kraft komponente Stt ist. Da nun in dem 
vorliegenden Falle die Lagrangeache Punktion von dem durch- 
laufenen Wege s unabhängig ist, so geht in der Tat die 
Lagrangesche Gleichung (116a) in (116) über. 
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Wählen wir andererseits für p^ einen Parameter, welcher 
die Konfiguration eines gleichförmig befregten Sjstemes elek- 
trischer Ladungen bestimmt, so ergibt (llGa) 

(116b) 4!+^'-o- 

Auch diese Beziehimg stimmt mit unserer Theorie Sberein. 
Denn wir hatten in § 18 gezeigt, daß die inneren Kräfte, die 
in einem gleichförmig bewegten Systeme von Ladungen wirken, 
sich aus einer Kräfte funktion V ableiten lassen; diese Kräfte- 
funktion, deren Abnahme der Arbeit der innereu Kräfte gleich 
ist, war, nach (104b), entgegengesetzt gleich der Lagrangeschen 
Funktion L. Es stellt also auch in unserer Theorie (116b) 
die Bedingung des Gleichgewichtes der inneren und der äußeren 
Kräfte in einem gleichförmig bewegten Systeme elektrischer 
Ladungen dar. 

Sucht man, mit Maxwell und Hertz, die Gesetze der 
Elektrodynamik aufl den Prinzipien der Mechanik abzaleiten, 
so muß man im elektromagnetischen Felde verborgene Be- 
weguogen träger Massen annehmen. Identifiziert man die 
magnetische Energie mit der kinetischen, die elektrische mit 
der potentiellen Energie dieser Massen, so gelangt man auf 
Grund der Lagrangeschen Gleichungen in der Tat zu Ergeb- 
nissen, welche der Form nach mit denen unserer Theorie 
durchaus übereinstimmen. Es ist indessen zu bemerken, daß 
in der analytischen Mechanik die kinetische Energie T als 
Funktion zweiten Grades der Geschwindigkeiten der Antriebs- 
punkte augenoramen, die potentielle Energie ü als unabhängig 
von der Geschwindigkeit betrachtet wird. In dem vorliegenden 
Falle hingegen sind T und U Funktionen der Geschwindigkeit 
des Elektrons, T aber keineswegs eine Funktion zweiten Gradee. 
Wir befinden uns demnach keineswegs auf dem Boden der 
Annahmen, von denen die analytische Mechanik ausgeht. Den- 
noch haben wir, von den Grundgleichungen (I bis VII) der 
Mechanik der Elektronen ausgehend, wenigstens für stationäre 
und quasi stationäre Bewegungen, die Lagrangeschen Gleichungen 
als gültig erwiesen. Wir haben gezeigt, daß in unserer 
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rein elektromagnetischen Dynamik des ElektronB die 
Lagrangeschen Grleichungen gelten. Dadurch haben wir 
den Gültigkeitsbereich der Lagrangeschen Mechanik wesentlich 
erweitert, indem wir ihn von langsamen Bewegungen, bei denen 
T eine quadratische Funktion der Geschwindigkeit ist, auf be- 
liebig rasche Bewegungen (mit TJnterlichtge seh windigkeit) aus- 
gedehnt haben. Wir haben ferner in der Dynamik des einzelnen 
Elektrons den Grundgedanken des elektromagnetischen Welt- 
bildes (§ 16) zur Durchführung gebracht, welcher fordert, nicht 
die elektrische und magnetische Energie auf die potentielle und 
kinetische Energie der Mechanik, sondern umgekehrt die kine- 
tische und die potentielle Energie auf die magnetische und 
elektrische Energie zurückzuführen. 

Wir kehren nunmehr zum speziellen Falle des kugel- 
förmigen Elektrons zurück. Wir setzen f&z den Betrag des 
Impulses den in {113a) erhaltenen Wert ein und berechnen 
auf Grund der Formeln (115) und (115a) die longitudinale 
und transversale Masse. Wir finden 

Für Geschwindigkeiten, die so klein sind gegen die Lichte 
gesch windigkeit, daß ^* gegen 1 zn vernachlässigen ist, ergibt 
sich als gemeinsamer Grenzwert der longitudinalen und der 
transversalen Masse 



Die Formeln (117, ll7a, b) gelten im Falle der 
Flächenladung. 

Im Falle der Volumladung, wo die Bewegui^sgröße im 
Verhältnis 6 : 5 vermehrt ist, sind alle drei Ausdrücke mit 
diesem Faktor zu multipUzieren. Es wird z. B. 



(117c) 



4 e' 

»Wn = T — 1 ■ 
5 ac" 



la* 
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Wir fassen beide Fälle, den der Flächenladung 
nnd den der Volumladung des kugelförmigen Slek- 
trons, zusammen, indem wir schreiben 



(117 dj 



(117e) 



wi. 



X(ß) 






För »»u ist hier im Falle der Flächenladung der Wert 

(117b), im Falle der Volumtadung der Wert (117c) zu setzen. 

Für die spezifische Ladung langsamer Kathodenatrahlen folgt 

im erateren Falle 

e Z ae 



'!o-^ = 



2 e 



woraus sich für den Radios des EleHrons ergibt 



2 e 



Wir führen hier den in Gleichung (2) angegebenen Wert 
des elektrischen £ lernen tarquan tum s und den aus den Kauf- 
mannschen Messungen an Becquerelstrahlen durch Extrapolation 
abgeleiteten Wert der spezifischen Ladung {GL 123 in § 21) ein: 



^-10-», 7,„=1,82-10'. 



Wir erhalten dann 



(118) 



a = 1,21 -10 '^cm (Flächenladung). 



Im Falle der Yolumladung ist dieser Wert mit 6 : 5 zu 
multiplizieren; er wird 

(llSa) a = 1,46 • 10~" cm (Volumladung). 

Diese Zahlen sind natürlich mit denselben Fehlem be- 
haftet wie die Bestimmungen von e und rj^. Immerhin kann 
man wohl behaupten: Der Radius des Elektrons ist 
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wenn man die Masse als reia elektromagnetisch an- 
nimmt, in die Grenzen 

10""<a<2.10"" 

eiüzuHcliließen. An Stelle der Formeln (117d,e) kann mau 
auch die ReilieDentwickelungen setzen 

(118b) m,^m,{l+ lß'+ f^+ jß*^---]' 

(118c) „,^=m^[i + £ß^+l^ß< + ^^ß^ +...]. 

Für Unterliehtgescli windigkeit — und nur liier gelten 
die Formeln (117d, e) überliaupt — sind dieae Reihen kon- 
Tergent. Man siebt, daß bei rascher Bewegung die longitndinale 
Masse stets größer ist als die transversale. Wirkt eine 
Kraft schief zur Bewegungsrichtung, so ist die Be- 
schleunigung keineswegs der Kraft parallel; der Be- 
schleunigungsvektor schließt vielmehr, da die longitudinale 
Trägheit die transversale überwiegt, mit der Bahntangente im 
allgemeinen einen größeren Winkel ein als der Kraftvebtor. 
Nur wenn die Kraft parallel oder senkrecht zur Bewegungs- 
richtnng wirkt, stimmen Kraft und Besehleunigung der Rich- 
tung nach überein. Die Masse ist eben in der Dynamik des 
Elektrons kein Skalar wie in der gewöhnlichen Mechanik, 
Die Kraft ist hier eine lineare Vektorfunktion (Bd. I, § 14) 
der Beschleunigung von aUgemeinerer Art. Die „elektromagne- 
tische Masse'' ist das Koeffizientensystem der Gleichungen, 
welche die Eraftkomponenten durch die Beschleunigunge- 
komponente ausdrücken. Das System der elektromagne- 
tischen Massen ist ein Tensortripel von rotatorischer 
Symmetrie um die Bewegungsrichtung des Elektrons; 
es ist etwa zu vergleichen dem Systeme der Trägheitsmomente 
eines Rotationskörpers, welches gleichfalls durch zwei Größen, 
das Moment um die Rotationsachse und um eine zu ihr senk- 
rechte Achse, erst bestimmt wird; es ist in entsprechender 
Weise geometrisch darzustellen. 
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§ 21. Sie Ablenkbarkeit der Kathodenatrahlen 
und der ^-Strahlen. 

Bei Bchnellen Kathodeastrahlan und bei deu sogenannten 
^-Strahlen radioaktiver Körper hat mfin es mit aegatiTen 
Elektronen zu tun, deren Geaehwindigkeit keineswegs klein 
gegen die Lichtge ach windigkeit ist; hier kommt die Unter- 
acheiduug der longitudinalen und der tranaversalen Masae in 
Betracht. Für die Äblenkbarkeit der Strahlen ist selbstveratänd- 
lich die transTersale Masse m^ und die entsprechende „trana- 
Teraale spezifische Ladung" 

(^19) ^^-^^ 

maßgebend. Dabei ist e der elektrostatisch gemessene Betrag 
der Ladung. 

Werden die j^-Strahleu durch ein zur ursprünglichen Strahi- 
richtung aenkrechtea magnetisches Feld abgelenkt, so ist die 
Bahnkrümmuug gemäß Gleichung (7) 



(119 a) 



1 ^ 1^ 



Die Geschwindigkeit bleibt bei der Bewegung im magne- 
tischen Felde konstant, da die im magnetischen Felde auf die 
Elektronen wirkende Kraft stets senkrecht zur Bewegunga- 
richtung gerichtet ist; der einzige Unterschied gegenüber lang- 
samen Kathodenstrahlen liegt hier darin, daß r/^ eine Funktion 
der Geschwindigkeit ist. Es ist nach (117e) 



(119 b) 



^r='Jo- 



8*(ft 



Bei der Bewegung im elektrischen Felde liegt die Sache 
komplizierter. Zunächst ist der Zuwachs der Energie auf einem 
gewis.sen Wege der Arbeit der elektrischen Kraft gleich. Die 
GeHchwindigkeitsändenmg des negativen Elektrons auf einem 
gewissen Wege ist dementsprechend im elektrostatischen Felde 
bestimmt durch 
(120) W-W„^e(^-tp,), 
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wo gemäß (113b) und (lllb) zu setzen ist 

(120.) ,r-,r.-l.».,.|iln(l±?)-i,n(L±Ä)|. 

Sind die nrsprüngliche Geschwindigkeit cßg und die durch- 
laufene PotentiaJdifferenz bekannt, so ist die Endgeschwindig- 
keit cß aus der transzendenten Gleichung zu berechnen 

Für kleine Werte von ß^ und ß gilt näh erungs weise 

vernaehläBsigt man hier /3* gegen ß^, ß^ gegen ß^, so gelangt 
man zur Gleichung (5a) zurück. Aber auch bei Kathoden- 
strahlen wird man, wenn es sich um genaue Messungen handelt. 
gut tun, die Gleichung (120c) an Stelle von (_5a) zu setzen. 
Liegt etwa der in § 2 erörterte Fall vor, daß den Kathoden- 
strahlen durch ein elektrostatisches Feld ihre ganze Geschwin- 
digkeit erteilt worden ist, so ist in (120c) ß^ gleich Null zu 
setzen. Tritt der Kathodenatrahl nun in ein magnetisches 
Feld ein, so bestimmt sich die Bahnkrümmung aus (119a^, 
wobei derjenige Wert von ri^ in Rechnung zu ziehen ist, 
welcher dem aus (120c) zu ermittelnden Werte von ß nach 
(119b) entspricht. 

Bei geradliuiger Bewegung im longitudinalen elektro- 
statischen Felde reicht die aus der Energiegleichung abgeleitete 
Relation (120b) aus. Besitzt indessen das elektrische Feld auch 
eine transversale Komponente, so bestimmt die Energiegleichung 
nicht vollständig die Bewegung; es ist die Impulsgleichung 
heranzuziehen. Diese ergibt, für die Ladung — e: 

(121) ®-«o=-c/Vrf(. 

Handelt es sich um ein homogenes äußeres elektrisches Feld, 
wie es sich zwischen zwei Kondensatorplatten herstellt, so iat 
(121a) ®-®o=-ee-(t-^) 
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die Änderung des Impulses des negatiTen Elektrons. Die Be- 
wegungsrichtuug des Elektrons ist stets seinem Impulse parallel; 
daher folgt aus (llöa) und (H'Je) 

6o daß (121a) zu schreiben ist 

(121b) VV(ß) - B„,t(/3„) = - j-cijoe^Cf - 0- 

Kennt man die anfängliche Geschwindigkeit b^ und die 
Zeit, während deren das negative Elektron das homogene Feld 
durcheilt, so ist durch diese Beziehimg die Endgeschwindigkeit D 
der Größe und der Richtung nach bestimmt. 

Auch ein zur ursprünglichen Bewegungsrichtung senk- 
rechtes elektriachee Feld ändert, im Gegensatz zu dem magne- 
tischen Felde, den Betr^ der Geschwindigkeit, weil im Ver- 
laufe der Bewegung D eine zu 6" parallele Komponente erhält. 
Ist indessen die Ablenkung des Strahles durch das transversale 
elektrische Feld nur gering, so kann man die Änderung des 
Betrages der Geschwindigkeit vernachlässigen und an Stelle 
von (121b) die vereinfachte Beziehung setzen 

C121e) (B - ti,)<i>(ß) = - |c,?,6''(( - t,), 

indem man ß als konstant ansieht, Ist etwa die a;-Achs6 der 
ursprün glichen Bewegungsrichtung parallel, so gilt in diesem 
Grenzfalie unendlich geringer Ablenkung ferner 

und, wenn ft" parallel der negativen y-Achse weist, 

Es folgt daher als gesamte, beim Durchlaufen des elek- 
trischen Feldes stattfindende Ablenkung parallel der ^-Achse 



(121d) 



CVrl 



('-'«)' 



= C»), 



,(x-i„)' 



2 Ir - l 2\i\' 

Die unendlich kleine elektrische Ablenkung ist 
bei langsamen Kathodenstrahlen dem Quadrate der 
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Geschwindigkeit umgekehrt proportional, die magne- 
tische der Geschwindigkeit. Letzteres folgt ans (119a), 
da eine unendlich kleine Ablenkung im magnetischen Felde 
dem Krümmungsradius B umgekehrt proportional ist. Bei 
den Uadiumstrahlen hingegen nehmen beide Ablen- 
kungen stärker mit wachsender Geschwindigkeit der 
Strahlen ah; denn ea nimmt die transversale spezi- 
fische Ladung t]^, nach (119b), mit wachsender Ge- 
schwindigkeit ab. 

Durch Kombination von (119a) und (121 dl folgt 



(122) ^^ß 



|g=, 



(122a) ,,^=^^^^-^ = 



cjx—x,)' 1 
a ' yR*' 



Es kann also durch Kombination der magnetischen 
und der elektrischen Ablenkung sowohl die Geschwin- 
digkeit als auch die transversale spezifische Ladung 
ermittelt nnd so die von der Theorie geforderte Be- 
ziehung zwischen diesen beiden Größen experimentell 
geprüft werden. 

Dieses Ziel war es, welches W. Kaufmann**) bei seinen 
Untersuchnngen verfolgte. Läßt man die von einem Kömehen 
Eiadiumbromid ausgehende Strahlung durch eine kleine ÖÜiiung 
treten, so bildet sich die Öfiiiung auf einer senkrecht zur 
Strahlrichtung gestellten photographiscben Platte als Punkt 
ab. Bei elektrischer Ablenkung wird, infolge der verschiedenen 
Geschwindigkeiten der Elektronen, das von den ^-Strahlen 
herrührende Bild in einen der Richtung des elektrischen 
Feldes parallelen geraden Strich ausgezogen; bei magnetischer 
Ablenkung ergibt sich ein zur magnetischen Feldrichtung senk- 
rechter Strich. Die „Inhomogenität" der Strahlung macht es 
unmöglich, auf diese Weise die Ablenkung der einzelnen Strahl- 
teilcben zu bestimmen. Es gelang indessen Kaufmann, gerade 
die Inhomogenität der Strahlung zur Lösung der Aufgabe zu 
benutzen, indem er gleichzeitig elektrisch und senkrecht dazu 
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magnetiseli ablenkte. Bei dieser, der KundtBchen Methode der 
Dispersionfimeasimg dnreh gekreuzte Spektren entsprechenden 
Anordnung wurde auf dei- p ho to graphischen Platte eine Kurve 
erhalten; die Koordinaten eines jeden Punktes der Kurve 
zeigten direkt die elektrische bzw. die magnetieche Ablenkung 
des betreffenden Strahlteilchen an. Indem Kaufmann die 
Strahlen zwischen den Platten eines Kondensators hindurch- 
treten ließ, welche nur um 1,2 mm voneinander entfernt und 
auf einer Potentialdifferenz von 2500 — 3000 Volt gehalten 
waren, indem er femer parallel dem elektrischeu Felde gleich- 
zeitig ein magnetisches Feld erregte, erhielt er photographisehe 
Kurven, welche direkt die elektrische Ablenkung eines homo- 
genen ^-Strahles als Funktion der magnetischen Ablenkung 
darstellten. Dabei ist zwar, da es sich nicht um unendlich 
kleine Ablenkungen handelt, die elektrische Ablenkung uicht 
genau proportional dem in (121 d) berechneten y zu setzen, 
und die magnetische Ablenkung nicht genau umgekehrt pro- 
portional dem in (119a) angegebenen Krümmungsradius S. 
Immerhin lassen sich den auf der photographischen Platte 
direkt beobachteten Ablenkungen zwei nur wenig von ihnen 
verachiedene Größen y' und e', die „reduzierte elektrische Ab- 
lenkung" und die „reduzierte magnetische Ablenkung" zuordnen, 

welche den in (122) und (122a) eingehenden Größen ;/ und - 

proportional sind; jene beiden von der Theorie geforderton 
Beziehungen lassen sich schreiben 



(122b) 
(122 c) 






Die Konstanten i\,/r, hängen noch von den Abmessungen 
der Apparate, den Feldstärken, ferner von jjj, und c ab. 

Die Prüfung der Theorie an der Hand der Beobachtungs- 
ergebnisse wurde so durchgeführt, daß zunächst versucht wurde, 
die gemessenen reduzierten Ablenkungen durch die Formel 
(117e) darzustellen, wobei die Kurvenkonstanten ft, und t. 
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nach der Methode der kleinsten Quadrate berechnet wurden. 
Die Resultate sind in der folgenden Tabelle zus am mengea teilt. 
Die ersten beiden Zeilen enthalten die gemessenen redu- 
zierten Ablenkungen z' und y'. Die dritte Zeile gibt die auf 
Grund der Formeln (122b, cl berechneten Werte von y' an. 
Die Abweichung d der beobachteten und der berechneten Werte 
Ton y' in Mikron sind in der yierten Zeile aufgeführt; sie ge- 
statten ein Urteil über die Genauigkeit, mit welcher die theo- 
retische Formel (IHe) für die transversale Masse gültig ist. 
Der mittlere Fehler der Eurvenpunkte beträgt nur 5 Mikron. 
Die fünfte Zeile endlich enthält die Geschwindigkeits werte /3, 
bezogen auf Lichtgeschwindigkeit, welche sich den Ablenkungen 
anf Grund unserer Theorie zuordnen. 



y' beob. ; y' ber. 



ß 



0,135n 


0,0246 


0,0251 


- 5 


0,974 


0,1919 


0,0376 


0,0377 


- 1 


0,922 


0,2400 


0,0502 


0,0502 





0,867 


0,2890 


0,0li45 


0,0649 


- 4 


0,807 


0,3359 


0,OS11 


0,0811 





0,752 


0,3832 


0,1 (X)l 


0,0995 


+ 6 


0,697 


0,4305 


0,1205 


0,1201 


+ 4 


0,649 


0,4735 


0,1405 


0,1408 


- 3 


0,610 


0,5252 


0,1667 


0,1682 


-15 


0,566 



Ob die Theorie den Zusammenhang der Eurvenkonstanten 
Ä, und \ mit den Feldstärken richtig wiedergibt, versuchte 
Kaufmann durch Messung der Feldstärken festzustellen. Für 
den Quotienten aus elektrischer und magnetischer Feldstärke 
ergab sich eine Abweichung von nur 3,5 "j^ zwischen dem 
ans den Eurvenkonstanten berechneten und dem gemessenen 
Werte. 

Man kann ferner die Theorie prüfen, indem man den aus 
den Eurven exti-apoiierten Wert der spezifischen Ladung ij^ 
langsamer Elektronen mit dem ftir Eathodenstrahlen (§ 2) er- 
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lialtenen vergleicht. Den eratereu Wert findet Kaufmann nach 

unserer Theorie gleich 

(123) Tjo = 1,823 ■ 10'. 

Der für Kathoden strahlen angegebene Wert (9) ist kon- 
aeqnenter Weise ebenfalls, entsprechend den Andeutungen im 
Eingange dieses Paragraphen, zu korrigieren, da die Geschwin- 
digkeit der Elektronen auch hier nicht als klein gegen die 
Lichtgeschwindigkeit zu betrachten ist. Dann erhält man 
(123a) i?o = 1,878 ■ 10'. 

Die Übereinstimmung ist nicht unbefriedigend. Dem aus 
dem Zeeman-Effekt (§ 10) ermittelten Wert des ij^ (Gl. 61), 
nämlich 
(123 b) ^0=1,79-10'. 

liegt der von Kaiifmann auf Grund der Theorie des starren 

Elektrons aus der Ablenkung der /5-Strahlen des Radiums be- 
rechnete Wert näher als der ans der Ablenkung der Kathoden- 
strahlen gefundene. 

Bei seinen letzten Unterauchungen (1906) hat W. Kaufmann 
auch auf die Theorien von H. Ä. Lorentz'") und A. Bucherer') 
Bezug genommen, von denen im nächsten Paragraphen die 
Rede sein wird. 

Es wäre von Interesse, das Intervall zwischen den Kathoden- 
strahlen und den langsamsten Eadi umstrahlen auszufüllen und 
auch in diesem Gebiete die Theorie zu prüfen; doch ist die 
künstliche Beschleunigung der Kathodenstrahlteilchen bis zur 
halben Lichtgeschwindigkeit mit großen expei'imentellen Schwie- 
rigkeiten verknüpft. 

§ 22. Das Iiorentzsche und das Bucherereehe Elektron, 

Gewisse später zu erörternde Fragen der Optik bewegter 
Körper haben H. A. Lorentz"') veranlaßt, der auf der kine- 
matischen Grundhypothese (VII) fußenden Dynamik des Elek- 
trons eine andere gegenüber zu stellen, welche diese Grund- 
hypothese aufgibt. H. A. Lorentz behält nicht nur die al^emeinen 
Grund gleich ungen (I bis V) bei, sondern auch die dynamische 



^^ 
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Grundgleichimg (VI), welche verlangt, liaß die resultierenden 
elektromagnetisclien Kräfte des äußeren imd des vom Elektron 
eelbst erregten Feldes einander im Sinne der Mechanik starrer 
Körper das Gleichge wicht halten. Er nimmt indessen das 
Elektron nicht als „starr" an, sondern läßt eine PormSnderung 
desselben zu. Im Ruhezustande soll das Elektron eine Kugel 
vom Radius a sein; bei der Bewegung aber soll es sich parallel 
der Bewegungsrichtung im Verhältnis 

kontrahieren. Das gleichförmig translatoriseli bewegte 
Elektron soll demnach ein Heaviside-Ellipsoid sein. 
Wir wollen die Lagrangeache Funktion sowie die elektro- 
magnetische Enei^ie und Bewegungsgröße eines solchen Lorentz- 
Bchen Elektrons berechnen. Das elektromagnetische Feld be- 
stimmt sich aus den Ansätzen des § 18; die Anwendung der 
dort gegebenen Transformation (105) gestaltet sich hier be- 
sonders einfach. Das bewegte System S ist ein Heaviside- 
Ellipsoid; geht man durcli Streckung parallel der Bewegungs- 
riehtang im Verhältnis x~^ zum ruhenden System X^ über, 
Bo erhält man eine Kugel vom Radius o. Die Energie dieser 
Kugel ist, im Falle der Flächeuladnng, 

(124) ?^o=/&e^ = |^- 

Die Lagraugesche Funktion, welche nach (104b) im Falle 
gleichförmiger Bewegung der Kriiftefunktion entgegengesetzt 
gleich ist, wird, gemäß (lOGd), 

(124a) i = -Kf/„ «J^. 

Femer folgt aus (102) und (106) 
(124b) ^-^'P,, 

und daher aus (lOld) und (105) 



(124c) 



5* 
dy 


1 Sip, I ~ 


öf 

y^ 


l Sq-^ lg. 

» 3«„ « "«=■ 
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Hieraus und aua (lOlf) bestimmt sich die x-Komponente 
des Vektors g, welcher die Dichte der elektromagnetischen 
BewegnngsgröBe anzeigt: 

Durch Integration Über das Feld des Syatemes £, dessen 
Volnmelemente denen des ruhenden Systemes 27^ durch (105) 
zugeordnet und daher im Verhältnis 

verkleinert sind, folgt 

(124d) &.=ßvi^ = J-.J\\1£1^+1SI]. 

Beachtet man ferner, daß in Z'^ das Feld dasjenige einer 
ruhenden Engel ist, daß mitbin aus Symmetriegründen 

gilt, HO erhält man 

Der Betrag des der Bewegungsrichtung des HeaTiaide- 
Ellipsoides parallelen Vektors ® wird demnach 



(124 e) 



l®i = L4^o' 



l^' {^ = VT^}- 



Aus der ho bestimmten elektromagnetischen Bewegungs- 
gröÖB folgt, auf Grund der allgemeinen Beziehung (103), die 
doppelte magnetische Energie 

(124f) 






Hieraus und aus (124a) erhält man, für die gesamte 

elektromagnetische Energie des Heaviaide-EllipBoides, 
den Ausdruck 



(124g) 



W-^2T-L 



3 a» 



(' + ^ 
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H. Ä. Lorentz niiDiiit nun an, daß die träge Masse des 
Elektrons rein elektroinagnetischer Art ist; demgemäß zieht er, 
neben der elektromagnetischen Bewegimgsgröße (124el, eine 
materielle Bewegimgsgröße nicht in Rechnnng. Er erhält auf 
Grund der Formeln (115) und (115a), für die longitudinale 
nnd transreraale Masse 



(125) 
(125a) 



m. = »in 



.-3 _ 



= »l,-(l-ß') 



HJ, = m„x-i = »io-(l-^») 



m„ stellt dabei den gemeinsamen Grenzwert beider Massen bei 
langsamer Bewegung vor, der im Falle der Fläch enladung 
durch (117b), im FaUe der Volumladung durch (117e) ge- 
geben wird. Nach dem in § 18 bewiesenen Satze geht der 
Wert von Ug im FaUe der Volumladung aus dem im Falle 
der Flächenladung gültigen Werte durch Multiplikation mit 
'/s hervor; mit demselben Faktor sind demnach die Ausdrücke 
der Lagrangeschen Funktion (124a), der Bewegimgsgröße (124e) 
und der elektromt^pieti sehen Energie (124g) beim Ühei^ang 
zur Volum lad ung zu muItipKzieren. 

Versucht man, die longitudinale elektromagnetische Masse 
des LorentzBchen Elektrons auf Grund der Formeln (115h) 
und (124g) zu berechnen, indem man annimmt, daß die Energie 
des Elektrons rein elektromagnetischer Natur ist, so gelangt 
man zu einem Ergebnis, welches zu (125) in Widerspruch 
steht. Das kann nicht wundernehmen; haben wir doch in 
§ 19 gesehen, daß die Relation (111b), welche die Identität 
der aus der elektromagnetischen Energie und aus der elektro- 
magnetischen Bewegimgsgröße abgeleiteten Werte der Masse 
ausspricht, auf der Annahme einer unveränderlichen Ladungs- 
verteilung beruht. Für das Lorentzsehe Elektron, welches der 
Grundhypotheae (VII) nicht gehorcht, gilt diese Relation ebenso- 
wenig vrie die Gleichungen (111) und (lila), welche Impuls 
und Energie mit der Lagrangeschen Funktion verknüpfen. lu 
der Tat, nach (124a) ist 

dL^_e^ _^ e" |ö| 8 
d.Ol 



(126) 









|ti| 
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während nach (124e) und (125a) 



= m„ 



= »i„ 



ist. 

Während für das „starre" Elektron die Differenz dieser 
beiden Größen verschwindet, hat sie für das deformierbare 
Elektron den von Null verschiedenen Wert 



(126 a) 



dL 



- Jwo 



»1 



1 
— -j m^ 



Iti. 



Da nun allgemein gilt: 

W^2T-L^\\t\ 
so folgt 



L, 



J_ dW 

Iblältl 



d\9[ 
ä nl 



dL 

rfloi 



Hieraus ersieht man, daß (115) und (115b) nicht zu dem- 
selben Werte der longitudiualen Masse führen können. Be- 
stimmt man die Masse durch die elektromagnetische Bewegungs- 
größe, so ist, für daa Lorentzsche Elektron, (115b) zu ersetzen 
durch 



(126b) 



l dW ,1 



Da die longitudiuale Masse des Lorentzscben 
Elektrons sich nicht aus der elektromagaetiscben 
Energie allein ableiten läßt, so müssen wir, um das 
Energieprinzip aufrechtzuerhalten, diesem Elektron 
eine innere Energie .E nicht elektromagnetischer Art 
zuschreiben. In der Tat, es soll sich ja das Elektron bei 
einer Zunahme der Ge seh windigkeit abplatten; dabei wird 
gegen die elektrodynamischen Kräfte, mit denen sieh die Volum- 
elemente abstoßen, Arbeit geleistet. Während für das starre 
Elektron die Zunahme der elektromagnetischen Energie gleich 
der von der äußeren Kraft ft* geleisteten Arbeit ist, findet das 
hier nicht mehr statt. Die Zunahme der elektromagnetischen 
Energie bei einer Beschleunigung ist, für das Lorentzsche 
Elektron, größer als die Arbeit der äußeren Kräfte. 
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Die innere Energie E, durcli deren Annahme man das 
Energieprinzi)} au&ecliterhalten kann, durf nicht als kinetische 
Energie im Sinne der gewöhnlichen Mechanik betrachtet 
werden; denn in diesem Falle würde jede Berechtigung dafür 
wegfallen, daß Bewegungsgröße im Sinne der gewöhnlichen 
Mechanik nicht angenommen wird. Immerhin kann E von der 
Geschwindigkeit abhängen, da ja diese die Form des Elektrons 
bestimmt. Die Energiegleiehung verlangt 
d(W-\-E\ 



(127) 

und der Impulssatz 

(127a) 



dt 



(«•«"), 



Durch Kombination dieser beiden Sätze erhJQt mau 
d[W-\-E] l^d9\ 



(®1")=Ä((''®)-^-^) 



oder 
(127b) 

Für gleichförmige Bewegung ist nun 

(b®)- W = 2T~W=T-Ü=L. 

Für quasistationäre Bewegungen wird diese Beziehung als 
gültig angesehen, und es wird L wie E als Funktion der 
jeweiligen Geschwindigkeit betrachtet. Es wird mithin 

d\L-E\ _ d\L — E] d\a \ 
' dt ' 



(127 c) 



dt d\i\ 

Da ferner, hei atatjonärer und qnasistationärer Bewegung, 
für das LorentzBche Elektron aus Symmetrieg runden der Impuls 
paj-allel der Bewegungarichtung ist, so gilt 

C127d) ^-'"^ '-"'"" 



«) = WT- 



Nach (127 b) sollen nun die Ausdrücke (127 c) und (127 d) 
einander gleich sein, und zwar für beliebige Werte der Be- 
schleunigung; hieraus folgt die Relation 

d{L — E) -11 



(128) 



©1 = 



(J,D| 



Abrahsm, Thoorie der EloMriiiiat. II. S. Aufl. 
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Dieselbe ist als Verallgemeinei-ung der Relation (111) an- 
znsehen^ sie geht in jene über, wenn maa eine Energie JE 
nicht elektromagnetischer Art ausschließt. 

Hier tritt der bereits in § 16 erörterte Zusammenhang 
dsr kinematischen Grundgleichnng (VII) mit dem G-edanken 
der rein elektromagnetischen Begründung der Dynamik des 
Elektrons deutlich hervor. Für das starre Elektron gilt (111) 
allgemein, es folgt daher aus (128) 

d. h. eine etwa angenommene Energie nicht elektromagnetischer 
Ali würde bei einer Änderung der Geschwind igkeit sich nicht 
ändern. Etwa angenommene innere Kräfte nicht elektro- 
magnetiacher Natur würden dabei keine Arbeit leisten. Unsere 
auf der Grundgleichung (VH) fußende Dynamik des Elektrons 
braucht daher solche Kräfte und eine solche Energie nicht 
einzuführen, eine „potentielle" Energie ebensowenig wie eine 
kinetische. Die Lorentzsche Dynamik des Elektrons sieht 
gleichfalls die träge Masse als rein elektromagnetisch an und 
achließt daher eine kinetische Energie im Sinne der gewöhn- 
lichen Mechanik aus. Sie muß indessen eine „potentielle" 
innere Energie des Elektrons einführen. Ans (128), im Verein 
mit (126a) und (126), folgt: 
,,^Q \ dE 1 Ibl 1 dL 



und, durch Integration, 

(128b) E^E^-liL-L,); 

hier sind E^, Lg die Werte, welche J5 nnd L für das ruhende 

Elektron besitzen. Aus (124a) folgt 

(128c) £ = .E,-^(l-x). 

Diese Formel gibt an, wie die „potentielle" Energie des 
LorentzBchen Elektrons mit wachsender Geschwindigkeit ab- 
nimmt. Für Lichtgeschwindigkeit, wo das Elektron in eine Kreis- 
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aeheibe Übergeht, wird k gleich Null, mitluD die potentielle 

Energie 

(128d) E,^E,-^. 



Wir können daher (128c) auch achreiben 
(129) E = E,+ ^- 



Diese potentielle Energie nicht elektromagne- 
tischer Art muB man dem Lorentzschen Elektron zu- 
schreiben, wenn man das Energieprinzip aufrecht- 
zuerhalten wünscht. 

Bei diesem Ergebnis wird man sich kaum beruhigen; 
man wird Tielmebj weiter fragen, nach welchem Gesetz die 
Kräfte wirken sollen, die sich ans einer solchen potentiellen 
Energie herleiten. Nur indem mau hierüber bestimmte An- 
nahmen macht, wird man über das Verhalten des Lorentzschen 
Elektrons bei allgemeineren Bewegungen (nicht quasi stationären 
oder nicht rein translatorischen) etwas Bestimmtes aussagen 
können. Man kann daran denken, elastiscbe Kräfte zwischen 
den benachbarten Volumelementen des Elektrons anzunehmen, 
und eine Theorie des deformierbaren Elektrons von der in 
§ 16 angedeuteten Art zu entwickeln. Eine solche Theorie 
würde die Trägheit des Elektrons erklären, aber nicht rein 
elektromagnetisch; sie würde die kinetische Energie zurück- 
führen auf die weniger gnt verstandene potentielle Energie 
und auf die elektromagnetische Energie. Auf einer solchen 
Dynamik des Elektrons läßt sieh kein elektromagnetisch es 
System der Physik aufbauen. Wenn man in die Dynamik 
des Elektrons elastische Kräfte einföhrt, so ist es logisch un- 
möglich, die Elastizität der Materie durch Zurücfcfühmng auf 
die Mechanik der Elektronen rein elektromagnetisch zu deuten. 

Was den Vergleich der Lorentzschen Formel fl25a) filr 
die transversale Masse mit den Beobachtuugen an Becquerel- 
strahlen anbelangt, so findet Kaufmann*') bei seinen letzten 
Untersuchungen (1906), dafi seine Kurven sich auch durch 
diese Formel darstellen lassen, mit einem mittleren Fehler von 

13- 
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nur 5 Mikron; doch weichen die gemeBBeneu Feldstärken toqi 
flen auB den Kurvenkonstanten berechneten um 10,4 7o ab, und 
(<H beträgt der nach Loreutz extrapolierte Wert der spezifieeben 
Ladung langsamer Elektronen 

ijo=. 1,660 -10^; 

derselbe ist -wesentlich kleiner als der bei Kathodenstrahle 
fl28a) gefundene und der aus dem Zeem an- Effekt ermittelte 
(l^Sb). So gelangt Kaufmann zu dem Ergebnisse, daß sich 
die Lorentzsche Dynamik des bei der Bewegung sich abplatten- 
den Elektrons nicht mit dem experimentellen Befunde verein- 
baren läßt. 

Das Lorentzacbe Elektron ist ein spezielles Heaviside- 
KUipsoid, mit den Halbachsen ax, a, a 

wo a von ß unabhängig ist. 

Es liegt nahe, ein allgemeineres Heaviside-Ellipsoid zu 
betrachten, indem man a als Funktion von ß auffaßt; auch 
für ein solches sind durch (124a, e, g) Lagrangesche Funktion, 
Impuls und Energie gegeben: 



L--X 



ia> 



|®| 






Man kann nun folgende Frage aufwerfen: Ist ea möglich, 
a als Funktion der Geschwindigkeit so zu bestimmen, daß die 
Beziehung gilt ,^ 

daß mithin aus Impuls und Energie der gleiche Wert der 
longitadinalen Masse folgt: 

d lBl 1 äW^ 
™' d Bl \t]d\t\' 

ohne daß mau wie beim Lorentzschen Elektron eine Energie- 
form nicht elektromagnetischer Art heranzuziehen hat? 

Indem wir den Betrag des elektromagnetischen ImpulBes 
dem Diifereutialquotienten der Lagrangeschen Funktion noch 
der Geschwindigkeit gleichsetzen, erhalten wir 
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l_da 
a dß 



11 
3 x' 



3«dß' 



Tiiithii 

(130) a = aj3«"3, 

wo flu den Radius dea Elektrons im Falle der Ruhe darstellt. 
Bei Bewegung sind die Halbaclieen des Heaviside-Ellipsoides: 



«oxs, 



GnX 



Eb bleibt das Voluuaen des Ellipsoides konstant. Wir seben 
also: Das Heaviside-Ellipsoid von konstantem Volumen 
ist das einzige, bei dem die Arbeit der äußeren trans- 
latoriaclien Kräfte dem Zuwachs der elektromagne- 
tischen Energie gleicb ist. 

Man kann diese Folgerung prüfen, indem man sich davon 
überzeugt, daß aus Impuls und Energie: 



.1 



» ■«" 



(130a) I« 

(130b) TF = ^(l+|^=)..-i 

der gleiche Wert der longitudinalen Masse folgt: 

Für die transversale Masse erhält man 
(130d) »w, = mox"a = Wo(l — ^*)"s. 

Ein solches Heaviside-Ellipaoid konstanten Volumens ist 
von A. Bucherer') zuerst behandelt worden. Die Formel (130d) 
hat Kaufmann*') bei seinen letzten Untersuchungen (190fi) 
ebenfalls geprüft und gefanden, daß sie die Ableukbarkeit der 
/3-8trahlen dea Radiums ebensogut darstellt wie unsere Formel 
(117a), Die beiden Formeln stimmen überhaupt in dem hier 
in Frage kommenden Geschwindigkeitsintervall bis auf 2 7o 
ii berein. 

Versucht man, sich die Bedingung konstanten Volumens 
kinematisch verständlich zu machen, so findet man Schwierig- 
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keiten. Am nächsten liegt es wohl, Volnmlsdimg anzttnelimeai 
nnd die Kinematik der dieses Volumen erföUenden Elektri- 
zität derjenigen inkompreasibler Flüssigkeiten nachzubilden. Doch 
zeigt es sich, daß dann bei Bewegung im magnetischen Felde 
Wirbel entstehen, die bei fehlender materieller Masse ins Un- 
endliche wachsen könnten. Auch dürfte es kaum gelingen zn 
beweisen, daß unter diesen Annahmen bei veränderlicher Ge- 
schwindigkeit das Elektron jeweils die Gestalt des Heaviside- 
Ellipsoides annimmt. Es sind das Schwierigkeiten, welche das 
starre Elektron vermeidet. 

Was die Beziehung zum Relativitatspostulat anbelangt, von 
der weiter unten die Rede sein wird, so befinden sich sowohl 
das starre kugelförmige Elektron wie das Heaviside-Ellipsoid 
konstanten Volumens im Widerspruche mit diesem Prinzipe, 
dem nur das Lorentzsche Elektron genügt. 

§ 33. Der Bereich der q^aasistationären Bewegung. 

Im ersten Bande dieses Werkes wurde gegen die Theorie 
des quasistationären Stromes der Einwand gemacht, daß diese 
Theorie von dem Energieverlust durch Strahlung keine Bechen- 
Bchaft gibt. Derselbe Einwand ist gegen die in den voran- 
gegangenen Paragraphen dargelegte Theorie der quasistationären 
Elektronenbewegung zu erheben. Diese Theorie bestimmt die 
Energie und den Impuls des vom Elektron erregten Feldes so, 
als ob sie der jeweiligen Geschwindigkeit des Elektrons ent- 
sprächen. Bei periodieehen Bewegungen führt diese Be- 
handlungB weise zu der Konsequenz, daS nach dem Ablanf 
einer Periode die Energie und die BewegnngsgröBe des Feldes 
KU den Anfangswerten zurückgekehrt seien, daß also das Weg- 
integral und das Zeitintegral der äußeren Kraft für eine ganze 
Schwingung gleich Null sei. Das ist nun, wie im zweiten 
Kapitel dieses Bandes dargelegt wurde, keineswegs der Fall; 
auch bei periodischen Bewegungen ist das Wegintegral nnd 
im aligemeinen auch das Zeitintegral der äußeren Kraft von 
Null verschieden. Die Arbeitsleistung und der Impuls der 
äußeren Kraft findet sich in der Energie und der Bewegungs- 
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große der entsandten Wellen wieder. Die entsandte Wellen- 
BtraHlung ist es eben, die man vernachlässigt, wenn 
man die beschleunigte Bewegung des Elektrons als 
quaaistationär betrachtet. 

Die Entwickelungen des vorigen Kapitels gestatten es uns, 
diese Lücke unserer Theorie sogleich auszufüllen. Haben wir 
doch in Gleichung (ßl) des § 15 den allgemeinen Ausdruck 
für die Rückwirkung der StraMung angegeben. Wir setzen 
jetzt für die gesamte vom Elektron auf sich selbst ausgeübte 
Kraft 

(131) ft^Ä'+Ä", 

indem wir unter 

dt 



[131a) 



It' 



die nach den Ausätzen der vorigen Paragraphen berechnete 
Kraft verstehen, unter 

(131b) ft"=ft' 

aber die in (87) angegebene Eeaktionakraft der Strahlung. 
Dabei ist zu bemerken, daß dl, der Impuls des vom Elektron 
mitgeführten Feldes, von den über die Form des Elektrons 
gemachten Annahmen abhängt, während die Rückwirkung der 
Strahlung sich ohne solche Annahmen angeben ließ, wenigsteus 
dünn, wenn es gestattet war, das Elektron hinsichthch der 
entsandten Well eu Strahlung ab einer Punktladung äquivalent 
zn betrachten. Alsdann erfüllt der Ansatz (131) für die 
innere Kraft allgemein die Energiegleichnng und die 
Impulsgleichung; denn die Arbeitsleistung der Zusatzkraft 
ft* ist, wie aus den Entwickelungen des § 15 hervorgeht, für 
ein Intervall beschleunigter Bewegung entgegengesetzt gleich 
der in diesem Intervalle ausgestrahlten Enei^ie, das Zeit- 
integral von St' entgegengesetzt gleich der auegestrahlten Be- 
wegungsgröße, Bestimmen wir die Bewegung des Elektrons 
aus der korrigierten Beweguugsgleichung 



(131c) 



d9 ^ 

dt •^' 
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80 sind wir von vornherein sicher, in keinen Widerspruch mit 
dem Energieprinzip oder dem Impu Issatze zu geraten. Wir 
fassen eine Bewegung ins Auge, die zuerst gleichförmig mit 
der Geschwindigkeit Dj verMuft, dann in beliebiger Weise be- 
schleunigt vrird und weiterhin wieder stationär mit der Ge- 
schwindigkeit Bj vor sich geht. Wir warten so lange, bis die 
entsandten Wellen sich hinreichend weit von dem (mit Unter- 
lichtgeschwindigkeit bewegten) Elektron entfernt haben. Inner- 
halb des von der Wellenzone eingerahmten Raumes besteht 
dann das Feld, welches der Geschwindigkeit Dj entspricht, und 
dessen Energie und Impuls W^ bzw. @g sind. Die Energie 
und die Bewegungs große des außerhalb der Wellenzone liegen- 
den Feldes kommen nicht in Betracht. Werden für die 



Energie W^ und den Impuls 



"IS 



der Wellenzoiie die im 



vorigen Kapitel gefundenen Werte eingesetzt, so gilt allgeniein 



(131 d) 



(131 e) 



fstdt=®,-&,+ ®^„ 

1 

3 



wenigstens für das starre kugelförmige sowie auch für das 
Bucherersche Elektron. Beim Lorentzachen Elektron ist, wie 
wir soeben gesehen haben, noch die Änderung der „inneren 
potentiellen Energie" in Rechnung zu setzen. 

Wir sind jetzt in der Lage, den Gültigkeitsbereich der 
quasiatationären Bewegung anzugeben: Wir dürfen die Be- 
wegung als qnasistation'äre behandeln, wenn gegen 
die so berechnete innere Kraft St' die Reaktions- 
kraft St" der Strahlung verschwindet. ' ■ 

Betrachten wir etwa eine Kreisbewegung, wie sie die 
Elektronen der Radi um -Strahlung in einem zur ursprünglichen 
Strahlrichtung senkrechten magnetischen Felde ausführen. Hier 
ist der Betrag der Trägheitskraft der quasi stationären Bewegung 
ftlr das starre kugelförmige Elektron nach (117e) 



(132) 



\St'\=mJ^ = m'\'ffi,(ß). 
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Die Reaktionakraft der Strahlung aber igt nach Glei- 
chung (88) 



Ä* B- 



2«' d' 



3 c" x*i(' 



SO daß man erhält 

(132a) 



3 c'«*S}' 



x^^l- ß\ 



Setzt man för m^ den im Falle der Flächenladung gültigen 
Wert (117b), so folgt 

lft"l ■ Itt'l = 1 " ^ 

I I ■ I I SB' x>{ft' 



(132 h) 



Für Bewegungen, die der Lichtgeschwindigkeit nicht gar 
zu nahe kommen, ist die eingehende Funktion von ß keine 
große Zahl. Hier verBchwindet der Betrag von St" gegen den 
von ft', falls der Kriimmungaradius B, der Bahn groß gegen 
den Radius des Elektrons ist; diese Bedingung ist praktisch 
Bteta erfüllt. Wir sehen also: Die Ablenkbarkeit der in 
den Kathodenstrahlen und in den (3-Strahlen des 
Radiums bewegten Elektronen darf in allen prak- 
tischen Fällen auf Grund der Ansätze der Theorie der 
qnaaistationären Bewegung berechnet werden. 

Um zu zeigen, daß dieses auch för die raschesten der 
Elektronen gilt, deren Ablenkung man hat beobachten können, 
nehmen wir eine Geschwindigkeit an, die nur um 1 7o kleiner 
ist, als die Lichtgeschwindigkeit: 

/3 = 0,99; 1-/3 = 0,01; 

wir erbalten dann 

x* = (l-^»)» = 4-10-*, i/-(|5) = 4,3. 

Man sieht, daß die Funktion von ß, welche das Ansteigen 
des Quotienten |ft"| : |ft'| bei Annäherung an die Licht- 
geschwindigkeit bedingt, hier bereits von Bedeutung wird; ihr 
Wert ist hier 

A_^ 7 7.10* 
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Dafür ist aber der Radius des Elektrons sehr klein gegen i 
den Krümmuugaradins der Bahn. Letzterer berechnet sich aua 
der reduzierten magnetischen Ablenkung 

z'= 0,1495 

und der von Kaufmann angegebenen Beziehung*} 
4,176 



Z = 



R 



zu j? = 28 cm. 



Setzt man endlich für a den unter Annahme von Flächen- 
ladnng berechneten Wert (Gl. 118) ein, so findet sich 

|Ä"|:|ft'H^il^^^^^^^3.10-- 

Die magnetische Feldstärke war hier gleich 200 absoluten 
Einheiten. Nimmt man nun auch ein 300 mal stärkeres magne- 
tisches Feld an, so beträgt der bei Annahme quaaistationärer 
Bewegung begangene relative Fehler immer noch weniger 
als 10~'. Auch die Bewegung der raschesten beobachtbaren 
/i - Strahl teilchen in experimentell herstellbaren magnetischen 
Feldern ist demnach als quasistationär zu betrachten. 

Übrigens ist der Ausdruck für die Reaktions kraft der, 
Strahlung, welcher in § 15 angegeben wurde, nicht streng 1 
gültig; er gilt nur angenähert, und zwar dann, wenn es ge- 
stattet ist, das Elektron bei der Berechnung der entsandten 
Wellen einer Punktladung äquivalent zu setzen. Die Bedinguafif ' 
(63b), unter der dieses gestattet war, lautet 

c.(l_ff) Klein gegen 1. 

Für rein transversale Beschleunigung ergibt dies 

(132c) "^1% ^^^ g«g«° 1- 

Unter Berücksichtigung der obigen Zahl werte erbalten 
wir für diesen Bruch den Wert 
2.1,! -10-" 



= 10 



-u 



ca. 



*) W. Kaufinann, 1. c. Gött. Nachr. 1903, Gl. 6, S. 9fi. 
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Einen so geringen Fehler begeht man, wenn man für die 
raschesten der von Kaufmann beobachteten Elektronen die 
infolge der transversalen Besehleuuignng stattfindende Strahlung 
und deren Rückwirkung aua den Ansätzen des vorigen Kapitels 
berechnet; diese Rückwirkung verschwindet wiederum gegen 
die Trägheitekraft des raitgeführteu Feldes. 

Je mehr man sich indessen der Lichtgeschwindigkeit nähert, 
desto größer werden die Zahlwerte der Brüche (132b, c); denn 
dieselben enthalten im Nenner (1 — ß)* bzw. (1 — (3). Aller- 
dings wird, wenn man durch eine gegebene äußere Kraft ab- 
lenkt, die Bahnkrümmung i:R umgekehrt proportional zu il>{ß) 
bei Annäherung au die Lichtgeschwindigkeit abnehmen; aber 
li'(^) wird für ^=1 nur logarithmisch unendlich, so daß dieser 
Umstand nicht so wesentlich ist. Man wird also hei weiterer 
Annäherung an die Lichtgeschwindigkeit zu einem Punkte 
kommen, wo die Reaktionakraft der Strahlung nicht mehr 
gegen die Trägheitakraft des mitgeführten Feldes verschwindet, 
nnd wo es auch nicht mehr gestattet ist, die Reaktionakraft 
80 zu berechnen, als ob das Elektron punktförmig wäre. 

Jene beiden Kräfte sind im ftrunde nichts anderes als 
die beiden ersten Terme einer Reihenentwickelung 

(133) Ä = ft'+ft"+ft"-+---, 

die nach aufsteigenden Potenzen des Radius a des Elektrons 
fortschreitet. Der erste Term, die elektromagnetische Trägheits- 
kraft, enthält a im Nenner; der zweite enthält a überhaupt 
nicht, wie er ja von den speziellen, über Form und Ladungs- 
rerteilung gemachten Annahmen unabhängig ist. Der dritte 
Term wird wieder von der Form und Ladungsverteilung ab- 
hängen und für unser kugeÜormigee Elektron a im Zähler 
enthalten. Da die innere Kraft & durch die Geschwindigkeit 
und durch die Beschleunigung bestimmt ist, welche in einem 
endlichen, dem betrefi'enden Zeitpunkte vorangegangeneu Inter- 
valle geherrscht haben (vgl, § 11), so ist eine solche Reihen- 
entwickeluug immer dann möglich, wenn die Bewegung stetig 
und ihre Geschwindigkeit kleiner als die Lichtgeschwindig- 
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keit ist. Je weiter man die Reihen ent Wickelung führt, desto 
höhere Differentialquotienten von D und desto höhere Potenzen 
dieser Differentialquotienten werden zu berücksichtigen sein. 
Die Reihe wird um so schlechter konTergieren , je mehr sich 
die Bewegung einer unstetigen und die Geschwindigkeit der 
Lichtgeschwindigkeit nähert. Im Falle des oben durchgerech- 
neten Beispieles konvergiert die Reihe noch außerordentlich 
gut. Für unstetige Bewegungen iind für Bewegungen mit 
Lichtgeschwindigkeit oder gar Überlichtgeschwindigkeit versagt 
sie völlig. Hier müanen zur Berechnung der inneren Ki-aft die 
in den folgenden Paragraphen darzulegenden Methoden heran- 
gezogen werden. 

Die in den Differentialquotienten von D linearen Glieder 
der Reihenentwickeliing (133) sind für den FaU der Volum- 
ladang von G. Herglotz") allgemein berechnet worden. Es 
ergibt sieh die Möglichkeit kleiner, gedämpfter Eigenschwin- 
gungen des Elektrons auch bei Abweaeuheit quasi elastischer 
Kräfte. Die Wellenlänge der langsamsten Eigenschwingung 1 
ist von der Größenordnung des Durchmessers des Elektrons, 
Bo daß eine elektromagnetische Erklärung der Spektrallinien 
hieraus nicht zu gewinnen ist. 

§ 24. Das Feld eines beliebig bewegten Elektrons, 

Während wir bisher bei der Litegration der Feldgleichungen 
uns auf gewisse Spezialfälle beschränkt hatten, nämlich anf J 
den FaU der gleichförmigen Bewegung beliebiger Ladungen 
und auf den Fall beliebiger Bewegung einer Punktladung, 
wollen wir jetzt dazu übergehen, das Feld eines beliebig be- 
wegten Elektrons unter Berücksichtigung der räumlichen Aus- , 
dehnung des Elektrons zu bestimmen. Die allgemeinen Formeln, , 
durch die wir in § 8 die elektromagnetischen Potentiale dar- 
stellten, werden uns zur Losung dieser Aufgabe führen. Diei 
Formeln (öl) und (51 a) daselbst lauten 

(134) dO = Xd}.fda}Q{X,l — X), 

(134a) dl» = Xdl fdc3MXj. - X) . 



S 24. 



Drittes Kapitel. Die Mechanik der Elektronen. 



205 



h 



Diese Formeln siiid noch von jeder Vorauasetaung über 
die Form und die Lad migs Verteilung dea Elektrons unabhängig. 
Wir wenden sie an auf unser kugelförmiges Elektron vom 
RadiuB a mit gleichförmig verteilter Flächenladung oder Volum- 
ladimg. 

A. Fläehenladung. 

Wir verstehen unter H die Entfernung des betreffenden 
Aufpunktes P von dem Mittelpunkte M dea Elektrons in 
irgendeiner früheren Lage des letzteren; ( = — ist die Zeit, zu 

der das Feld im An^unkte bestimmt werden soll, r = die 

Latenszeit. Ist die translatorische Bewegung des Elektrons 
gegeben, so ist B als Funktion von A = «t bekannt. Das 
Elektron wird nun in seiner zur Zeit t — r = eiuKenom- 



menen Lage zum Felde im Auipunkte nur dann etwas bei- 
steuern können, wenn die um den Äufpunkt mit dem Radius A 
geschlagene Kugel es schneidet. Das ist dann und nur dann 
der Fall, wenn aus den di'ei Strecken H, X und a ein Dreieck 
gebildet werden kann. Ist diese Bedingung nicht ertiillt, so 
gibt es keinen Punkt des Elektrons, von dem aus ein Beitrag, 

zur Zeit t entsandt, nach Dui'chlaufung dea Latenawegea A 

im Aufpnnkte zur Zeit t eintrifft. Diese Bedingung 
(135) Aus B, X, a ist Dreiecksbildung möglieh 
ergibt för einen äußeren Punkt die Ungleichung 
(13äa) E-a£l^B^a, 

für einen inneren Punkt hingegen 
(135b) a-B^X^ai-B. 

Dabei ist im Äuge zu behalten, daß es sich um einen im 
Räume festen Aufpuukt handelt, dagegen um ein bewe^ea 
Elektron; es kann daher für die Bestimmung des Feldes zur 
Zeit ( ein und derselbe Äufpunkt bald als äußerer, bald als 
innerer Punkt gelten, je nach der früheren Lage des Elektrons, 
welche der betreffenden Latenszeit zuzuordnen ist. 
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Wir betrachten jetzt das Dreieck aus den Strecken R, k, a 
(Abb. 3). Es gut 
(135c) 2aR cos* = JJ" + o* - 1*. 

Schreitet man längs der Oberfläche des Elektrons fort, 
so ändern sich 9- und X, während a und R konstant bleiben. 
Man hat demnach 

aRsui&d» = Idl. 

Zwei mit den Kadien i. und X •{- dl um 
P geschlagene Kugeln schneiden ans der 
Oberfläche des Elektrons einen Streifen aas 
Ton dem Flächeninhalte 

2aa^siu»d9 = 2a~ • Xdl . 

über die Ober- 




Alih. 3. 

Da die Elektrizität mit der Dichte 



4:iu' 



fläche Terteilt ist, so befindet sich auf jenem Streifen die 
Elektrizitäts menge 

Diese Elektrizitätsmenge, die von den beiden benachbarten 
Kugeln A, X -\- dX eingeseblossen wird, drückt sich in der 
Schreibweise der Formel (134) ans durch 



l'dxJ'da3e{X,l~X). 



Jene Formel besagt, daß der Beitrag zum skalaren Poten- 
tiale erhalten wird, indem man durch X dividiert. Der Beitrag 
wird daher 
(136) 






Dm für eine gegebene Bewegung des {Elektrons 
das skalare Potential im Aufpunkte zu bestimmen, 
ist nur eine einmalige Integration nach dem Latene- 
wege X auszuführen; dabei ist für jeden Äufpunkt R als 
Funktion von X zu betrachten, und es ist die Integration 
zwischen den dnrch (135a, b) bestimmten Grenzen zu nehmen. 
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Wie die jeweilige Lad ungs Verteilung, eo ist auch der 
Beitrag zum skalaren elektromagnetischen Potential für das 
allseitig symmetrisclie Elektron von der Rotationsbewegung 
unabliängig. Waa jedoch das elektromagnetische Vektorpoten- 
tial anbelangt, so sind die Beiträge der elektrizitätserfüllten 
Volumelemente hier, statt durch p, durch 



»-.-:-i|»o + [Hr]) 



bestimmt, gemäß unserer kinematischen Grundgleichung (VH). 
Dementsprechend geht der Translatiooabestandteil Äj des 
Vektorpotentialea aus dem skalaren Potentiale hervor, indem 

die Beiträge aller Volumelemente mit dem gleichen Faktor -^ 
multipliziert werden; dabei ist natürlich unter D,, die Geschwin- 
digkeit zur Zeit t zu verstehen. Wir erhalten demnach. 

als Beitrag des von den Kugeln l, i. -\- dX aus dem Elektron 

herausgeschnittenen Streifens zum Translationsbestandteil 

des Vektorpotentialea 

, (136a) d% = 



e diX 
iac' B 



' Die Bestimmung des Rotationsbestandteilea des Vektor- 

potentialea ist nicht ganz so einfach. Man hat zu berilck- 
sichtigen, daß der Vektor [ut], der hier an die Stelle von 0^ 
tritt, für die verschiedenen Punkte des Streifens ein verschie- 
dener ist; denn es ist zwar u, der Vektor der jeweiligen Dreh- 
geschwindigkeit, bei der Integration über den Streifen als. 
fester Vektor zu betrachten, nicht aber r, der vom Mittel- 
punkte nach dem betreffenden Punkte der Oberfläche gezogene 
Radiusvektor. Letzterer kann geschrieben werden 

P r-ft ^- + ti-asin*, 

wobei unter H der vom Mittelpunkte M des Elektrons nach 
dem Aufpunkte P gezogene Fahrstuhl, unter t^ aber ein zu 91 
senkrechter Einheitsvektor zu verstehen ist. Es folgt 

[Utj == [uB] ■ ~^^ -f [iit,] ■ aain». 
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Bei der Integratioa Über den Streuen ist nun der erste 
Term als konstant zu beti'achten ; der zweite Term aber föUt 
bei der Integration heraus, denn es hat für je zwei Punkte Q 
und Q' des Streifeua, die in derselben durch 91 gelegten Ebene 
sich befinden (vgl. Abb. 3), tj und daher auch [ut,] die ent- 
gegengesetzte Richtung. Es geht demnach der Kotations- 
bestandteil des VektorpotentialeB aus dem Translationsbestaad- 
teil (136a) dadurch hervor, daß 



[""] 






an Stelle von D^ tritt. Es wird mit Rücksieht auf (135c) 

(136b) ^«.-^4'MR-^^I 

der Beitrag zum Rotationebestandteile des Vektor- 
potentialea. Um die Integration nach dem Latenawege >l 
auszuführen, müsaen natürlich die Vektoren 81 und u in ihrer 
Abhängigkeit von X gegeben sein. Bei der Integration sind 
nur solche Werte von l in Betracht zu ziehen, welche der 
Bedingung (135) genügen. 

B. Volumladnng. 

Hier sind drei Fälle zu unterscheiden, a) Punkt im 
Innern. Dreiecksbildung aus E, l, a uomÖglieh. 

0£l£a — R. 

Die Kugel A liegt in diesem Falle ganz im Innern des 
Elekti-ons. Von zwei benachbarten Kugeln A und X-i-dX um P 
wird die Ladung eingcBchlosseu 

4n:^X^dX=^X'dX. 

Die Division durch X ei^bt als Beitrag zum skalaren'i 
Potentiale 

(137) d^ = ~XdX. 



Diiniw E^iitaL Die MwiaBik im- Btktnnaa. 



SOS 



Durch Mnltiplitation mit =^ entsteht der Beitrag tum 
TTBnelationsbestandteile des Vektorpotenti«l«ä 



(137.) 



^%,-^idit,. 



Der Beitrag nun Hotationsbe^taadteile des Vektoipoten- 
tal« kt 



d«i-*-- ejdainx]. 



T, der Tom Mittelpunkt« M des Elektrons nach der OHe«- 
fläclie der Eagel i. gesogeiie Falirstrahl, traun in twei Vektoren 

t = » + t 

zerleg werden, wo tt, dar Vektor JHP, Tom Mittelpunkte des 
Elektrons nach dem Mittelpunkte der Kugel i weist, t aber 
vom Mittelpunkte der Engel X nach dem betreffenden Punkte 
der Oberfläche. Bei der Integration über die Oberflrioiie fallt 
dar Ton ■ herrührende Anteil von [nt] fort, weil fBr twei 
einuider diametral gegenüberli^ende Punkte der Kugel ■ und 
mithin auch [na] den entgegengesetzten Wert hat. tt aber 
Jet, ebenso wie a, bei der Integration über die Kugel kouBtant 
zu halten. Es folgt 



(137b} 



3« 



d9L,^~Xdl[nK\ 



als Beitrag zum Rotationsbestandteil des Vektor- 
potentiales. 

h) Punkt außerhalb oder innerhalb des Elektrons, 
Dreiecksbildung aus R, X, a mdglich. Alsdann gilt 

\R-a\^l-£R-i-a. 

Das ist der Fall, der bei Flächenladung auascblie Blich in 
Betracht kam, nnd auf den Abb. 3 sich bezieht. Es gilt 

Dabei ist 

(0 — 2;r(l — cosij) 



AbiBliaiii, TbeoFiB der Blefctriiillt. IL 3, AilS. 
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der körperliche Winkel, unter dem das im Innern des Elektrons 
gelegene Segment (Q^ der Kugel X vom Mittelpunkte P 
derselben gesehen wird. Es folgt aus dem Dreieck der Abb. 3 

daher 



„ a' — (Jt — iy 



I Q> _ (B — i) 



R 



■l- 



und 

(138) d^ = ^,dX-[ 

Dem entapre eben d wird 
(138a) '^a,-a^^-(^^^4^)-»o- 

Was den Rotationshestandteil von tt anbelangt, der durch 
den Vektor [iir] beBtiranit ist, so ist es hier notwendig, den 
von M nach einem Punkte des Segmentes QQ' gezogenen 
RadiuBverkehr r in einen zum Fahrstrabl 81 parallelen und 
einen za ihm senkrecbten Vektor zu zerlegen. Der von dem 
letzteren herrührende Anteil des Vektorpotentialea fällt bei der 
Integration über das Segment heraus; man erhält demnach 



d%=ldX^- fdm^^^[uVl]. 



Ist £ der Winkel, den der nach dem betreffenden Punkte 
des Segmentes von F aus gezogene Fairatnihl mit PM ein- 
schließt, Bo ist 

(r«) = fi(-R-;icos£), 
daher 

fdiD (rffl) = 2 31 R ■ /sin idt{R — X cos £) 


•=2zR jü(l — COHlj)— -g-(l — G08*i;) j . 

Mit Rücksicht auf den oben gegebenen Wert von eosij: 

S» + 1' — u» 



cos rj = 



2RI 
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wird 



/ 



Nach eimgen Umformungen ei^ebt dies 



/' 



wobei ab kiirzuugs weise gesetzt ist 



Q 



_ tt'+gj'— 21' (ü~i)'(3 a + 1) 



4B' 



4rt»Ä' 



Nunmelir ist der Beitrag zum Rotationsbestandteil des 
Vektorpotentiales zu schreiben 



(138 b) 



'*«»=£¥«■['"»]■ 



c) Punkt außerhalb des' Elektrong, Dreiecks- 
bildung aus H, k, a uumöglicL 

In diesem Falle sebneidet die um den Aufpunkt mit dem 
Radius X gesctilagene Engel das Elektron nicbt, sondern sie 
schließt es ein. Ein Beitrag zu den Potentialen im Äuipunkt 
wird nicht beigesteuert. 

Es sind demnach bei der Berechnung der elektromagne- 
tiachen Potentiale nur die Fälle (a) und (b) heranzuziehen. 
Die Integration nach X ist auszufahren, wenn die Bewegung 
des Elektrons bekannt ist, somit IR und %, und — was aller- 
dings nur für den Rotationsbestandteil des Vektorpotentiales 
in Betracht kommt — u als Funktion von X g^eben sind. 

Die in diesem Paragraphen abgeleiteten Formeln für das 
Feld eines beliebig bewegten Elektrons sind in allgemeiner 
Weise zuerst von A. Sommerfeld^*) aufgestellt worden. Die 
auf die Translationsbewegung bezüglichen Formeln sind unab- 
hängig von P. Hertz^*) gefunden worden, auf einem Wege, 
der im wesentlichen dem hier eingeschlagenen entspricht 
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§ 25. TTiutetige Bewegung des BlgktroiiB. 

Wir gehen jetzt zar Behandlung des Problems aber, 
welches den Gejfenstand der Diaaertation von P. Hertz bildet: 
Ein Elektron bewege sich bis zur Zeit i = gleichförmig mit 
der Geschwindigkeit B,; zu dieser Zeit soll seine Geschwindig- 
keit plötzlich auf Oj springen und weiterhin wieder nach Rich- 
tung und Betrag konstant bleiben. Welches ist das Feld des 
Elektrons und insbesondere die entsandte WeUenstrahlung? 
Diese Frage läßt sich vollständig beantworten, wenn man b, 
parallel 0, und beide Geschwindigkeiten kleiner als c annimmt. 

Wir legen den Änfangsponkt des Koordinaten systemes in 
den Punkt des Raumes, der sich zur Zeit ( = mit dem 
Mittelpunkte des Elektrons deckt; die Ges.chwindigkeiten D^ 
und bg sollen beide der :>;- Achse parallel sein. Die im vorigen 
Paragraphen eingeführte Größe 

(139) E = V{x-if-hy* + z' 

ist die Entfernung eines beliebigen Aufpunktes von demjenigen 

Punkte, der zur Zeit ( - — den Mittelpunkt des Elektrons bil- 



dete. Es ist 






g = ^,(J~i) für 1<X, 


(139a) 


1 = „ l = i, 




l-ft(i-i) „ l>t 



Dabei stellen cß^ und c/3, die „alte" und die ,pieue" Ge- 
schwindigkeit vor; ihr Vorzeichen gibt an, ob die Bewegung 
parallel der positiven oder der negativen a;- Achse erfolgt. 
Durch (139, 139a) vrird B als Funktion von x, y, s, ct'-l 
nud dem Latenswege X dargestellt. 

Wir fassen einen Äufpunkt ins Auge, der zur Zeit i außer- 
halb des Elekti'ons liegt. Dieser Punkt liegt dann auch znr 

Zeit( außerhalb des Elektrons, wo },' den kleinsten in 

Betracht kommenden Latensweg bezeichnet; in der Tat, rer- 
folgen wir die Bewegung des Elektrons rflckwärta, indem wir 
gleichzeitig die Kugel vom Aufpunkt aus mit Lichtgesehwin- 
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digkeit sich dilatieren lassen, so findet zwieclieii Elektron und 
Kugel zuerst äufiere Berülirung statt. Die Kugel überstreiclit 

nun das Elektron, welches sich mit Unterlichtgeschwindigkeit 

X" 
bewegt, nur einmal; zur Zeit (— - tritt sie aus dem Elektron 

aus; i" ist dabei der größte in Betracht kommende Latens weg. 
Das skalare Poteatial im Äu^unkt ist nach (136) 

X" 

(140) ^ = hl^ ''^' Flachenladung. 

Die Integration Bgrenzen sind nach (135a, b) 
(140a) k' = S -a, i." = B" -)- a. 

Denn zur Zeit ( lag, wie wir sahen, der Aufpunkt außer- 
halb des Elektrons; für die Bestimmung der oberen Integra- 
tionsgrenze X" ist es gleichgültig, ob er außerhalb oder inner- 
halb des Elektrons Hegt. Die Integrationsgrenzen sind die 
gleichen, wenn es sich um Yolumladung handelt; es liegt dami 
der Fall (b) des vorigen Paragraphen vor. Nach Gleichung (138) ist 
i" 

fl40b) * = Sr¥|"*~'^^~'^^i bei Yolumladung. 

Es sind nun drei Falle zu nnter scheiden. 

(A) i < i' < l". 

Hier ist im ganzen lotegrationsber eiche f. größer als l\ es ist 
in (138) fQr ^ der erste der Werte (139 a) zu setzen, mithin 

(141) B = Jij - y{x-ß,l+ß^XfJty^ + i\ 

Das skalare Potential und das Vektorpotential berechnen sich 
in diesem Falle so, als ob das Elektron seine alte Geschwin- 
digkeit n^ dauernd behielte. 

(B) l>l"> l'. 

Hier ist im ganzen IntegrationsintervaUe A kleiner als Z; 
für I ist der letzte der Werte (139a) zn setzen, und daher für R 
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Die elektromagnetischeD Potentiale entsprechen in diesem Falle 
der neuen Geschwindigkeit B,. 

(C) i'<i<i:: 

Hier hat m&n das IntegrationäinterTaU in zwei Teil- 
interralle zn zerlegen; im ersten, wo i' < A </ ist, liegt der 
dritte, im zweiten, wo i < A < i" ist, der erste der in (139a) 
ZQsam mengestellten Fälle vor. Demnach ist 

(Ulb) «. = ^^^4-4/^ 



äyü. 



dafi äkalare Potential bei Flächenladong, und das Vektoipotential 

Bei Yolnmladang ist entsprechend zn verfahren. 
Es Ü^t nahe, eine nene Variable 
(142) A = 1 - ü 

einzuführen. Ea ist gemäß ('140a) 

A = - a far i -^ i', Ä - + a für A = X". 
Für -l = i, wo I = 0, tmd nach (130) 

R^r^ yx^ + y' + 3' 
wird, ist h = l — r. Setzen wir noch 



dX E' 



BO wird demgemäß 



(142 a) 
(142 b) 
(142 c) 



= 4j^imFaUe(A), 

— a 

* ^ A Ai'^ + J. f^ im Falle (C) 
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Das gilt für Flächenladung. Bei Volumladung folgt aua (140b) 

i- r +a 

(142 d) = -% f'lh«i'-b') se_ fdH^'^^n im Falle (C). 

-a l — r 

Es ist nocli 5 zu bestimmen. Aus (139, 13fla) und (142) 

erhalten wir 

S_dÄ_j_rfÄ^ R — ^jx — i) 
R dX ~ dl B 

Ea ist demnach 

(143) S = B- ß{x - ßl + ß}:) ^ B-\{^9i) 

eine Größe, welche der in Gleichung (69a) eingeführten Größe s 
entspricht. Je nachdem man b gleich Dj oder bj setzt und K 
gleich 91^ oder tHj, geht S in S^ oder S, über. 
Aus (142) and (143) folgt 

(143a) S^Xx^~h-ß{x-ßV), x^^\-ß\ 

Zur Auswertung der obigen Integrale ist es erforderlich, 
S durch X, y, s, l und // auszudrücken; wir haben zu diesem 
Zwecke noch i als Funktion jener fünf Größen zu berechnen. 
Dies geschieht mit Hilfe der aus (142) sich ergebenden 
quadratischen Gleichung 

{k-hy=E'^(z-ßi + ßxy+f+B% 

aus der man für den Ausdruck (143a) erhält 
(143 b) S = y(x-ßl + ßhf + xHy' + 0')\ 

wir haben die positive Wurzel genommen, weil aus (143) folgt, 
daß hei Bewegung mit Unterlichtgeschwindigkeit S stets eine 
positive Größe ist. 

Die Integrale (142a, b) lassen sich nunmehr auswerten. 
Wir erhalten im Falle (A) für Flächenladung 



Q44^ ^ t. i^^- ft'+p.« +y(»-fti+ft«)' +(»-^;)(y'+'') i. 

*■ ■* Saft U_^^i„p^o^y(^=^i_p,„)«+(l_(}.)(y.+a')J 

Man überzeugt sich leicht davon, daß dieser Ausdruck für 
das skalare Potential eines gleichförmig bewegten Elektrous 
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mit dem auf ganz amierem Wege in (112e, g) erhaltenen 
übereinstimmt; es steht hier x — ß^t, statt wie dort x, weil 
hier ein im Räume featea, dort ein mit dem Elektron rait- 
bewegtcB BezugBsystem zugrunde gelegt wird. Seiner Ab- 
leitung gemäß gilt der Ausdruck (144) für das skalare Potential 
im Falle (A) außerhalb des flächenhaft geladenen Elektrons. 
Im Falle (B) tritt nur ß^ an die Stelle von (3^. Herrscht im 
Falle (A) das „alte", der Geschwindigkeit l^^ entsprechende 
Feld, so herrscht im Falle (E) das „neue" Feld, welches einer 
gleichförmigen Bewegung mit der Geschwindigkeit U, entspricht. 
Die beiden Gebiete, in denen das Feld sich durch die 
stationäre Bewegung des Elektrons vor oder nach der un- 
stetigen Änderung seiner Geschwindigkeit bestimmt, werden 
offenbar durch eine Wellen zone voneinander getrennt sein, 
welche durch den Geachwindigkeitssprung hervorgerufen worden 
ist. Das Gebiet der Welle ist eben dasjenige, in dem der 
Fall (C) statthat. Es ist hier 

X'<l<X", 

daher 

— a<i — r<4-(i; 

denn es waren — o, l — r, -\- a die Werte von h, welche sich 
den Werten X', l, i" von X zuordneten, und es ändern sich, 
da ja iS und K stets positiv sind, A und h stets in demselben 
Sinne. Bei l — r = — a, wo (142e) in (142 b) übergeht, liegt 
die Grenze der Wellenzone gegen das neue Feld: bei l— r = — n, 
wo (142c) in (142a) übergeht, geht die WeRenzone in das 
alte Feld über. Man hat demnach 

für r > i + a das alte Feld, 

für i + (i>r>i— d die Wellenzone, 

für r<Cl — a das neue Feld. 

Die beim Geschwindigkeitssprunge erregte Welle 
besitzt eine Breite, welche dem Durchmesser 2o des 
Elektrons gleich ist. Sie pflanzt sich von der Sprung- 
steile des Elektrons aus mit Lichtgeschwindigkeit 
fort; außerhalb des äußeren Randes der Wellenzone 



§ 25. 



Drittes Kapitel. Die Mechanik der Elektronen. 



217 



herrscht das alte, innerlialb des inneren Randes das 
neue Feld. 

Unsere Entwickeln ngen beziehen sich auf einen Aufpunkt, 
welcher außerhalb des Elektrone liegt. Wenn wir zur Be- 
stimm ung des in der Wellenzone herr Behenden Feldes die 
Ausdrücke (142c, d) heranziehen, so setzen wir dabei still- 
schweigend voraus, daß die WeUenzooe über das Elektron 
bereits hin weggestrichen ist. Da die größte Entfernung eines 
dem Elektron angehörenden Punktes vom Koordinatenursprung 
gleich 

I bj I ( + a = I (3g I ( + a 

ist, so mnß 

\ßt\l + a<l~a 

sein, damit daa Elektron sieh ganz im neuen Felde befinde. 
Es muß also sein: 

2a 



(145) 



l > l*, l* = 



I 



Dann hat die Wellenzone sich vom Elektron losgelöst und das 
elektromagnetische Feld der Welle wird durch (142c) im Falle 
der Mächeuladuiig, durch (142d) im Falle der Volumladung 
gegeben. 

Wir wollen die Feldstärken der Wellenzone unter der 
Annahme bestimmen, daß die Entfernung derselben von der 
Sprungstelle des Elektrons bereits groß gegen den Radius des 
Elektrons geworden ist. Alsdann braucht man bei der Diffe- 
rentiation der Potentialausdrücke (142c, d) nach der Zeit und 
nach den Koordinaten nur diejenigen Terme zu berücksichtigen, 
welche durch die Differentiation der Integral grenze Q — r) 
entstehen: die übrigen Terme verschwinden gegen diese in 
dem Maße, wie die Entfernung vom Koordinatenursprung zu- 
nimmt. Es wird 



(146) 
(146 a) 



9* 


ei 
Sr 

dr 


e 
2aa, 

_ «ft 
Sa«, 


e 




81 
dl 


So«, 
2agi 


bei Flächenladung 
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Hier sind unter s,, Sj die Werte zu verstehen, welche die 
Größen Sj und Sj annehmen, wenn k =1 — r gesetzt wird; 
wir wissen nun, daß diesem Werte von h der Wert l von X 
und der Wert r von Jt sich zuordnet; es ist nach {143) 

(146b) s, = r(l — ßi cos ip), s^ = r(l — ^3 cos rp), 

wo (p den Winkel anzeigt, den der vom Koordinatenuraprung 
aus gezogene Fahrstrahl r mit der iC-Ächse einschließt. Wir 
erb alten demnach 



(146 c) 
(146 d) 



dl 


d9 

dr 


3«. 
dl 





e(p, — ft)coB55 



2ar(l ^p, cöfl ip) ■ (1 — p, coBip) 



2 or(l — Pi cos q>) ■ (1 — ßj cos q:) 



bei 
Flächen- 
ladung. 



Die beiden anderen Komponenten des Vektorpotentialea 
sowie die DifFerentialquotienten von (p und %^ nach Richtungen, 
welche zum Radiusvektor r senkrecht sind, verschwinden. 

Man überzeugt sich demgemäß leicht davon, daß die durch 
(28) und (29) bestimmten Vektoren 



— V* — 



dl 



% = curl H 



beide senkrecht zum Radiusvektor r gerichtet sind; der elek- 
trische Vektor liegt in der durch die a:-Achae gelegten Ebene 
der magnetische weist senkrecht zu dieser Ebeue. Die Beträge 
der beiden Vektoren sind, bei Flächenladung, 



(146 e) 



, — p,\ainip 



■iar(l — ^1 coBi)i)-(l — fJ, coHip) 



Das flächenhaf't geladene Elektron erzeugt bei 
dem Geschwindigkeitssprunge eine Welle, längs deren 
Breite (2o) die Feldstärken konstant sind; an den 
Rändern sind die Feldstärken unstetig. 

Im Falle der Volumladung ist die Betrachtung in ganz 
entsprechender Weise durchzuführen. Aus (142d) folgt 

C147) ^* - 5* _ -'^ a' — {l — r)' 3e 



3* 
"dl 



2* 



■■ie 



ia' 



a' — (l-r)' 
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und es werden die Beträge der Feldstärken 

Das gleichförmig über seinVolnmengeladeneElek- 
tron erzengt bei seinem Geschwindigkeitsapronge eine- 
Welle, in der Ton der Mitte (l = r) die Feldstärken 
stetig gegen die Ränder (/ — )■ = ± o) hin abnelimen. 
An den Rändern sind die Feldstärken Null, sie geben demnach 
stetig in die Feldstärken der stationären Felder Über, die in 
den betrachteten Entfernungen vom Elektron gleichfalls ver- 
schwinden. 

Vertauscht man die Reihenfolge der beiden Geschwindig- 
keiten d^ und Uj, indem man jetzt annimmt, daß die Ge- 
schwindigkeit, statt von Bj auf Hj. von b^ auf bj springt, so 
kehren die Differentialquotienten (146, 146a, 147) der elektro- 
magnetischen Potentiale das Zeichen um. Es wechseln mithin 
die Feldstärken die Richtung, ohne jedoch ihren Betrag zu 
ändern. Die Dichten der Energie und der Bewegungsgröße 
in der Weüenzone bleiben bei dieser Vertauschung der Ge- 
schwindigkeiten B^ und Bg ungeändert. Hieraus folgt das von 
P. Hertz aufgestellte „Vertanschungsgesetz": Vertauscht 
man die Reihenfolge der bei dem Geschwindigkeits- 
sprunge in Betracht kommenden Geschwindigkeiten 
Bj und Bj, bo bleibt die ausgestrahlte Energie und der 
ausgestrahlte Impuls ungeändert. 

Wir könnten die Energie H\j und den Impuls Ojj, der 
bei dem Gesehwindigkeitssprunge ausgestrahlt wird, durch 
Integration über die ganze Wellenzone auf Grund der Formeln 
(146e) und (147a) berechnen. Indessen läßt sich gerade auf 
das Vertanschungsgesetz eine einfachere Methode der Berech- 
nung gründen'*). 

Wir denken uns zunächst ein Elektron, das vorher mit 
der Geschwindigkeit d^ gleichförmig bewegt war, plötzlich 
gehemmt. Es wird dann eine Welle von der Breite 2a in 
den Raum hinaussenden; nach der Auffassung J. J. Thomsons^^) 
würde dieses die Art sein, wie beim Aufprall der Kathoden- 
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straMen auf die Antikathode die Röntgenstrahlen entstehen. 
Ea Bei nun W^ die Energie des gleichförmig bewegten Elek- 
trons. Nach der plötzlichen Hemmung kann sich die gesamte 
Energie des Feldes nicht ändern, da ja die elektromagnetische 
Kraft an dem ruhenden Elektron keine Arbeit leistet. Wartet 
man so lange, bis die Entfernung der Wellenzone vom Elek- 
tron groß gegen den Radius des Elektrona geworden ist, so 
ist die Feldenergie gleich der Summe aus der elektrostatischen 
Energie W^ des Elektrona und der in der Wellenzone ent- 
haltenen Energie W^f,. Es ist 

(148) W,, = W,- W„ 

d. h. die ausgestrahlte Energie ist gleich dem Über- 
achusse der Energie des bewegten Elektrons über die- 
jenige des ruhenden. Im Falle der Flächenladung folgt 
aua (113b) 
(148a) W,,^f^{^Jn(\±&-)-2], 

ein Ausdruck, der im Falle der Volumladung mit \ zu multi- 
plizieren ist. 

Betrachten wir jetzt den umgekehrten Fall, daß das Elek- 
tron plötzlich in Bewegung gesetzt wird. Es ist das ein Vor- 
gang, der möglicherweise bei der Emission der Radiumstrahlen, 
angenähert realisiert ist Dieser Fall geht durch Vertaiischung 
der Geschwindigkeiten und Dj aus dem soeben erledigten 
hervor. Eb folgt demnach aus dem Vertauschungagesetz 

(148b) W,,-W,-W,^fj-}-Jn{\±fy2] 

für die Energie der ausgeeandten WeUenatrahlung. Wir sehen 
also: Wird ein Elektron plötzlich in Bewegung ge-i 
setzt, so ist die Energie der entaandten Wellen- 
strahlung gleich dem Überschusse der vom Elektron 
mitgefuhrten Energie über seine elektrostatische 
Energie. 

Wir wenden uns jetzt dem allgemeinen Falle eines be- 
liebigen Geaehwindigkeitsepmnges zu, indem wir von der für 
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■ unser starres Elektron allgemeia gültigen Relation (97) auB- 
gehen. Da Rotationen hier nicht angenommen werden, so iet 



dll 






die Aussige jener aus dem Energieaatz und dem Impulssatz 
abgeleiteten Beziehung. Wir integrieren von der Zeit i = 
des Sprunges bis zu einer Zeit t, zu der die Welle sich bereits 
weit Von dem Elektron entfernt hat. Es wird, da ja in diesem 
ZeitinterraLL die Geschwindigkeit konstant gleich 0j sein soll, 



Jdt^-^=0,Jdt 



dt 



Zur Zeit ( = waren Wj, @i Energie und Impuls des Feldes, 
zur Zeit t sind die Gesamtwerte von Enei^ie und Impula 

W^+ W^i und ®a+®,a. 
Es ist somit 
(149) Tr„ +W,-W,^i>,- {®,, + <B,- ®,. I 

Nach dem Vertauschungsgesetz ist nun für 
gekehrten Fall eines Sprunges von bj auf d^ 



den 



um- 



W,,~W,„ 



'äi' 



■'ir 



Es folgt also durch Vertauschung von ö^ und H^ aus (149) 
(149a) W,,+ W,-W, = 1>,- {@„+®,-®,). 

In dena Falle, wo D, und D, parallel sind, kann man aus 
(149) und (149a) die ausgestrahlte Energie und die ausgestrahlte 
Bewegungsgröße herechneu. Nach Symmetrie sind hier die 
Vektoren ©u, ®j, ®j den genannten Vektoren parallel; wir 
verstehen unter Gjj, G^, G-^ ihie Beträge, mit positivem oder 
negativem Vorzeichen versehen, je nachdem die Vektoren in 
Richtung der a^-Ächse oder in die entgegengesetzte Richtung 
weisen. 

Aus den Gleichungen 

W,,+ W,~ W,-cß,{G,,+ G,- G,\ 
W,,+ W,~ W, = cß, \G,,+ G,- G,] 
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folgt durch Elimination von W^^ oder G^^ 
(149b) G,, = 'J^^^- - 1^ (G. - G.) 

(149c) TT,, = Jj±-J^ ( W, - WO - 2cßJ, I^A . 

Es bestimmeii aich also die Energie und Be- 
wegungsgröße, welche bei einem ohne Richtunga- 
änderung stattfindenden Geschwindigkeitsaprnnge 
ausgestrahlt werden, auB den in (113a,b) angegebenen 
Werten für die Energie und die Bewegungsgröße 
eines gleichförmig bewegten Elektrons. 

Dnrch Einführung dieser Werte folgt für die aus- 
gestrahlte Energie der allgemein gültige Auedruck: 

Derselbe geht, für /Sj = 0, in (148 h) über. Aus (149 b) 
folgt als Wert der ausgestrahlten BewegungsgröBe bei 
plötzlicher Hemmung oder plötzlicher Fortachleude- 



Da nun, nach (103), 



cß. 



-G,. 



ist, und 



cß,G,= 2T, 

so wird (vgl. 113c) 

(14Se) r,„-G.. = ?<5i^-^jtA',„(i±i)-B). 



cft 



Im Falle der Volumladung sind die Ausdrücke (149d, e), 
wie die für Wi, W^, G,, G^ geltenden, mit dem Faktor 6/5 
Bu multiplizieren. 

Bei instantaner Reflexion, wo 

zu setzen iat, erhält man aus (149c) 
(149f) W,,= '2cß,G, = AT, 
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\ 



P 



und aus (149 b) 
(149g) 



G„ = 0. 



Im Falle instantauer Reflexion ist der aus- 
gestrahlte Impuls gleich Null. Die ausgestrahlte 
Energie ist gleich der vierfachen magnatisehenEnergie 
des gleichförmig bewegten Elektrons. 

Man kann von vornherein zweifeln, ob ein plöfczhcher 
Geschwindigkeitssprung überhaupt durch endliehe Kräfte zu 
verwirklichen ist. Auch diese Frage ist von P. Hertz^*) in Unter- 
suchung gezogen worden; es hat sich ergeben, daß die resul- 
tierende äußere Kraft St", welche erforderlich ist, um das 
Elektron, von der ßuhe aus, plötzlich auf die Geschwindig- 
keit ö, zu bringen und in dieser zu halten, für |Oi|^c in 
jedem Momente eine endliche ist. Diese Kraft ist nicht, wie 
die Stoßkraft der gewöhnlichen Mechanik, eine unendliche 
Kraft, welche nur im Augenblick des Stoßes wirkt, sondera 
sie verteilt sich über das Zeitintervall ^ i ^ f*, wo (* der 
Zeitpunkt ist, wo das Elektron gerade aus der Wellenzone 
heraustritt. Diesen Zeitpunkt haben wir in (145) berechnet^ 
er ist 
(150) - '" 



(* = 



wenn 



c-|B,|' 
für t > 0. 



Daß die über jenes Intervall erstreckten Zeitintegrale der 
Kraft ffi" und der Arbeitsleistung Dft" endlieb sind, folgt ohne 
weiteres ans den obigen Resultaten. Von der Zeit f* an ist 
das Elektron von dem stationäi'en, der gleichförmigen Bewegung 
entsprechenden Felde umgeben, so daß zur Aufrechterhaltung 
der Bewegung keine Kraft mehr erforderlich ist. Von jetzt 
an sind Energie und Bewegungs große des Feldes konstant; sie 
haben die Werte 

W, + TFo, bzw. ®, + ®„,, 

welche sich nach einiger Zeit in dem Felde des gleichförmig 
bewegten Elektrons und in der entsandten Welle vorfinden. 
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Es folgt demnach, mit Rücksiebt auf (148b) 

(150a) J(üSt')dt= W^,+ W^~ W^ 

Die gesamte Arbeit bei plötzlieber Fortachleo- 
derung ist doppelt ao groß, als wenn die Geschwindig- 
keit Bj auf quaaiatationäre Weise erreicht worden wäre. 

Da in dem Zeitintervalle 0<i<i* die Geschwindigkeit b 
konstant gleich Oj ist, so ist das Zeitintegral der änBeren Kraft 
dem Betrage nach gleich dem durch die Geschwindigkeit ge- 
teilten Zeitint^pral der Arbeit: 
I* 



ß 



mithin 



Der Impuls und die Arbeit der äußeren Kraft haben beide 
einen endlichen Wert, wofern die Geschwindigkeit, die hervor- 
gerufen wird, kleiner als die Lichtgeschwindigkeit ist. 

Geht man nun zur Grenze der Lichtgeschwindigkeit über, 
80 werden allerdings, den Gleichungen (150a, b) zufolge, die 
Zeitintegrale der Kraft und der Arbeit beide unendlich. Es 
ist aber zu beachten, daß dabei nach (150) die obere Grenze 
der Integrale, d. h. die Zeit, zu der die Welle das Elektron 
überstrichen hat, ins Unendliche wächst. Und hierdurch allein 
wird das Unendlich werden der Zeitintegrale bedingt, wie P. Hertz 
gezeigt hat. Zn jeder endlichen Zeit nach dem StoSe 
bleiben auch bei Erreichung der Lichtgeschwindigkeit 
die Kraft, der Impuls und die Energie endlich. 

Unsere Dynamik des Elektrons schheßt also keineswegs 
die Möglichkeit aus, daß in der Natur mit Lichtgeschwindig- 
keit bewegte Elektronen vorkommen, sei es, daß wir die An- 
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k 



nähme der FläclieiJadang oder diejenige der Volumladung be- 
vorzugen. Freilich Kegen in diesem Bingulären Falle sehr 
verwickelte VerhältnisBe vor. Da das Elektron sich mit derselben 
Geschwindigkeit bewegt wie die Wellen, die es bei Erreichong 
seiner Geschwindigkeit entsandt hat, so kann man hier die 
Wellen Btratluag von der Konvektions Strahlung nicht sondern. 
Man muß beide gemeinsam betrachten und die Energie und 
die Bewegungsgröße des gesamten Feldes in Rechnung ziehen. — 
Auf den Fall der Überlichtgeschwindigkeit kommen wir weiter 
unten in § 27 zurück. 

§ 26. Sie inuere Eraft eines beliebig bewegten Elektrons. 

Wir haben in § 24 die elektromagnetische Potentiale 
eines beliebig bewegten kugelförmigen Elektrons durch Integrale 
nach dem Latenswege dargestellt. Der direkteste Weg zur 
Berechnung der inneren Kräfte wäre der, aus jenen Formeln 
das Feld und den Vektor % zu bestimmen, und durch Inte- 
gration über das Volumen des Elektrons die innere Kraft und 
Drehtraft zu ermitteln. Es ist A. Sommerfeld ^^) gelungen, die 
Schwierigkeiten, die sich der Beschreitung dieses Weges ent^ 
gegenstellen, zu überwinden. 

Die Verknüpfung des durch die Gnmdgleiohxmg (V) ge- 
gebenen Vektors ^, der elektromagnetischen Kraft pro Einheit 
der Ladung, mit den elektromagnetischen Potentialen ist leicht 
zu finden. Nach (28) und (29) ist 

5-.g + l[l,§] = -V*-|^^ + 4[bcurl«]. 

Führen wir ein Bezugsystem ein, welches die trans- 
latorische Bewegung des Elektrons mitmacht, so ist nach Bd. I, 
GH16, S. 116: s-% e«,,„v^« 

die von diesem Bezugsystem aus beurteilte zeitliche Änderung 
des Vektors 81. Da Hg, die Geschwindigkeit des Mittelpunktes 
des Elektrons, vom Orte überhaupt nicht abhängt, so folgt 
aus Regel (v) der Formelzusanimenstellung in Bd. I, S. 453 



V(B„«) = (U„V)«-|-[n„curlW]. 



Abr&llllin, TheariB dor Elektrililllt. O, 3, And, 



15 
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Es ist demnacli 

d« d'fi 



dt 



dt 



~V(ti,«) + [D„CTiria]. 



Führen wir dieses in den AuBdruck des Vektors ^ ein 
und setzen an Stelle von t wieder die Variable l = et, so er- 
halten wir unter Beachtung der kinematischen Gmnd- 
gleichung (VII): 

(151) ?f = -V?«-_3^ + |[[;ut]curl«] 



Der hier auftretende Skalar 



(151a) 



?P=«- (»0«) 



geht bei gleichförmiger Translationabeweguug in das Kon- 
vektionspotential Über, als dessen negativer Gradient sich bei 
einer solchen Bewegung der Vektor 5 darstellt. 

Wir wollen uns mit einer behebigen rotationaloaen 
Bewegung des Elektrons beschäftigen. Hier ergibt (151) 



(151b) 



5 = _V?F- 



ol 



Im Falle gleichförmiger Volumladung bestimmt sich 
hieraus die innere Kraft 



■^'ä'ß^^ 



(152) 
folgendermaßen : 

Im Falle der Flächenladung muß man bei der Berechnimg 
der inneren Kraft vorsichtiger zu Werke gehen; es sind nämlich 
die räumlichen und zeitliehen Differentialqnotienten der Poten- 
tiale an der geladenen Fläche nicht stetig. Man berechnet 
daher zunächst die Kraft, welche das Elektron auf eine ge- 
ladene Kugel vom Radius b^a ausübt, und geht erst nach 
Auswertung dieser Kraft zur Grenze b = a über. Diese Ab- 
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leitnng der inneren Kraft eines fläohenliaft geladeneu 
Elektrons 



i^...-.-/s^ 



I Lim 

6 



' + 



3-Jl 

dl 



(152 b) ft = 

führt zu dem Ausdrucke 

(152c) - ft = Um^Jdf[vw. 

Wie wir wissen (vgl. § 24), lassen sich die elektro- 
mi^etiBclien Potentiale des Elektrons durch einfache, nach 
dem Latenswege genommene Integrale darsteUen. Wir wollen 
schreiben 

(153) = efxdk. 

Dann wird, bei reiner Translationsbewegung, 
(153a) % = ^Jx^,_,d)., 



und gemäß (151a), 



(153 b) 



Diese Ausdrücke sollen nun in (152a, c) eingeführt werden, 
und es soU die Integration über das Volumen v, bzw. die 
Fläche f voi^enommen werden. Es seien ^i bzw. y^ die Werte, 
welche der in (153) auftretenden Größe % i™ Falle der Flächen- 
ladung bzw. der Volumladung zuzuschreiben sind. Wir setzen dann 



(153 c) 
(153 d) 






Diese Mittelwerte Yon % >° (152b, c) einführend, erhalten 
wir im Falle der Flächenladung 

(154) - ^.- ft - Lim /".U j 1 - !^*) VrJE, + Lim i^^ diB._,z,, 



16' 



Abaohaitt. Feld nad Bewegung einaeltier Elekinmeo. 9 36. 
hlniWItB iiu t'&Ue der Volamladang 

u a 

Hierbei verstehen wir unter I den FahrstraU, der von 
ugviid«üi«iii im Rattme festen Punkte nach dem Mittelpunkte 
diu Elektrons in eeiner mr Zeit t = eingenomnieneiL X^e 

^ueogeu ist. Den in (154) and (154b'i eingehouden Gradienten 
¥i.m X erhält man, indem man die durch Vr angedeutete Ver- 
rdckuag des Mittelpunktes Tomimmt und dabei I und i kon- 
btuiit hält. 

Um diese Ausdrücke der resultierenden inneren Graft aas- 
Huwerteu, ist die in (,lö3} eingebende Funktion % ''^'^ ^ nach 
Ueu Allgaben des § 24 zu berechnen, und es sind die durch 
(15äL-,d1 angedeuteten Integrationen über die Äusdehnnng des 
Rlektruns auszuführen. Es kommen dabei nur solche Werte 
von A in Betracht, für welche die um den betreffenden Auf- 
punkt gelegte Kugel vom Radius l das EUektron in seiner 

Zeit eingenommenen Lage schneidet. Im Falle der Flächen- 

ladung ist die Bedingung hierfür die in (13ö) angegebene: Ee 
muß eine Dreiecksbildung aus den drei Strecken R, IjO möglieh 
ieiu. Nach (136) ist dann die in (153) eingeführte GrSfie j 

ylöioh -„; sie ist gleich Null, wenn keine Dreiecksbilduag 

iiUH jenen drei Strecken möglich tat. Nun kann ein nnd derselbe 
Gutpunkt für die früheren Lagen des Elektrons bald ein innerer 
und bald ein äufieier sein, so daß die Grenzen, innerhalb dereai 
][ von Null Yerschieden ist, durch (13Öb) bzw. durch (13Öa) 
gugeben werden. Auch sind alle zur Zeit ( vom Elektron be- 
ilonkteii Aul'puukte in Betracht zu ziehen. Hiemach wären ZTir 
htiBtimmung von ~x bereits bei Flächenladung sehr umständliche 
H'tdl Unterscheidungen notwendig; unter Annahme von Volnm- 
litiluug waren dieselben noch zahlreicher. 

Diese Fallunterscheidungen vermeidet nun Sommerfehl 
durch einen Kunstgriff; er stellt die verschiedenen Werte- 
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raöglichkeiten von ^ durdi einen einheitlichen anaJytiaehen 
Ausdrnck dar, nach Art des Dirichletschen diskontinuierliehen 
Faktors. Bekanntlich*) ist 



/ 



sin sa: y — ± - 



fflr 



2:^0. 



Betrachten wir jetzt das Produkt 
4 sin sa ■ sinsTJ ■ sin sl = ain5(a + B — l) + ein s{a — R + X) 
— sin s(o + R + X) — sms{a — E — X). 
Von den vier Größen 
a + R — X, a — R+ X, - a — R - X, -a + R + X 

sind drei positiv und nur eine ist negativ, falls Dreieeks- 
bildung aus den drei Strecken a, B, X möglich ist; ist hin- 
gegen die Dreieckabildung nicht möglich, weil eine der drei 
Strecken größer ist als die Summe der beiden anderen, so 
sind von den vier Größen zwei positiv und zwei negativ. Das 
Integral 



j aiasa ■ si 



T, . , da 
a 



ist mithin gleich j- oder gleich Null, je nachdem eine Dreiecka- 
bildung möglich ist oder nicht. Wir können daher im Falle 
der Fläehenladung die Größe x durch dieses Integral aus- 
drücken: 



(155) 



Xi 



reo. / 



sin sa ■ sin sX 



Bin sS dg 



so daß das akalare Potential (153) wird 



(lÖBa) 



«-^ /*<U/si 



, sin s B da 
Sin sa Bin sX — ^ 



Was den Fall der Volumladung anbelangt, so können wir 
ihn leicht auf denjenigen der Flächenladung zurückführen, 



•) Vgl. Riemann-Weber. Die part. Diffgl. d. math. Phya, I, % 18, 8. 29. 



irstet Absehnit 



Bewegung einzelner Elektronen. § 26. 



indem wir die Kugel Tom Radius a in Kugelschichten zer- 
en, vom Radius r, von der Dicke dr und der Ladung 



3e 



4xpT^dr = -jr^dr. Schreiben wir in (155a} statt a jetzt r, 



3e 



statt e jetzt -^r^dr, so entsteht durch Integration nach r das 

skajare Potential des gleichförmig über sein Volumen ge- 
ladenen Elektrons: 







na 



«00 <t 

"t l df. t am SA — p I r smsrar. 



Da nun gilt 



/• 



r sin sr dr ■ 



siasa ~sa aossa 



so wird im Falle der Volumladung 

X OD 

(155b) <P ^ ^JäxJ's 

D 

In diesem Falle ist der Große x "^ör Wert zuzuschreiben 



. eiasE r sinsa — sacoasa^ ds 
smsk^l ^^ }-. 



(155 c) ft"^jsi"si-^-(- 



eiasa — sa cos sa] ds 



(sa)' 



-!?■ 



In den drei in § 24 imterschie denen Lagen des Auf- 
punktes muß ex^dX die Werte (137), (138) und Null an- 
nehmen. Die gefundenen einheitlichen analytischen Ausdrücke 
gestatten es, ohne weiteres die zur Berechnung der Mittel- 
werte x„ Xi erforderlichen Integrationen über die Oberfläche 
bzw. über das Volumen des Elektrons auszuführen. 

Wir verstehen unter If (Abb. 4) den Ort des Mittel- 
punktes des Elektrons zur Zeit t, unter M seinen Ort zur Zeit 

i — '-- Um N schlagen wir eine Kugel mit dem Radius 6. 

über diese Kugel ist Xi '^ integrieren, um den durch (153c) 
dehnierteu Mittelwert zu berechnen. Es aoUte X der von 
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A1ib. 4. 



einem beliebig gewäblten, aber dann festgehaltenen Raum- 

punkte aus nach N gezogene Fahrstrahl sein. Wir wählen M 

als diesen festen Piinltt, so daß T, 

der Betrag von X, durch die py 

Strecke MN Torgestellt wird. -ß- 

It bezeichnet nach wie vor den 

Radiusvektor, der von M aus 

nach dem Punkte gezogen ist, 

für welchen (P bzw. % berechnet 

werden hoH; das ist hier ein Punkt P auf der Oberfläche der 

Kugel vom Radius i. Ist endlich g der Winkel, welcher in dem 

Dreieck aus den Strecken M, T, b, der Seite li gegenüberliegt, 

80 gilt 26Z'cob£=2'*+6'-B». 

Schreitet man längs der Kugelfläche fort, so sind T und b 
konstant zu halten; es folgt 

hT äin ^d^ ^ RdB. 

Demnach ist der Flächeninhalt eines von zwei Breiten- 
kreisen 5 und ^-\- d^ begrenzten Streifens 



d/'=2Ä6*8in£dg = 



SnbBdR 



Da nun längs eines solchen Streifens nach (155) die Größe 
Xi konstant ist, so können wir für den Mittelwert (153c) 
schreiben: r+b 

mßr^äE. 



(156) 



Xi- 



Diese Grenzbestimmung gilt sowohl dann, wenn M inner- 
halb wie auehl dann, wenn M außerhalb der Kugel vom 
Radius b liegt. Aus (155) und (156) folgt jetzt 

1 



Zi = 



itTab 



(' . . ,da 

■ I (i amsa sinsA— , 



wenn abkiirzimgsweise gesetzt wird 



T + 6 

[i = I dR ainsB =^Uoas (T — b) — coBS (T + b)\ ; 



\T-f\ 
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ea Endet eich g 

fi = — ■ ein sT ■ sin sb, 

Bo daß man ectließlicli erhält 

OD 

(lODa) Xi "" — h / sinsa am so — jr- auisi-,-- 

D • 

Für unser kugelförmigeB Elektron läßt sieh auch im Falle 
der Volumjadung die durch (153d) postulierte Mittelwerta- 
bilduQg ohne Schwierigkeit durchführen. In dem Ausdruck 

(155c} von Xi '^*' ^^ ^^^ ^^^ Faktor — j,-- des Integranden, 

der für die verachiedenen Punkte des Elektrons einen ver- 
Bchiedeneu Wert hat. Der Mittelwert dieses Faktors berechnet 
sich niui für das Volumen der Kugel in ganz ähnlicher Weise 
■wie oben für die Eugelfläche. Es ist 

a r+r 

4^Jt ^^ = ^fß^'' ■ / «^ '^ ^^ 



3 BinsT 



■ß 



sinsr ■ rdr 



\T-r 

S ' iiagT iBJDSa — saeoasa 



a sT 



r 



ißay 



1- 



Demnach erhalten wir 
(156b) Z. = — .jsmsA— j,-{ j^, 1 -, 



Indem wir die so erhaltenen Mittelwerte (156a, b) von % in 
die allgemeinen Ansätze (154) und (154a) für die innere Kraft 
einführen, gelangen wir zu den Sommerfeldachen Kraft- 
ausdrücken: 

(157) -I?-« 



r- OD 

•\- Limr--^ I aÄ'a,_i f -j sjnsasinsfcsinsA —f~ ■ 
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(157 a) 



18e' 



■ft 



OD ea 



+ f^J<^^».,/S(^ 



sinsa — sacossol* . 



(sc)' 



I» . , sins2' 
J smsl — y— ■ 



Diese Formeln stellen die vom kugelförmigen, rein 
translatoriseh bewegten Elektron auf sich selbst aus- 
geübte Kraft im Falle homogener Flsichenladung und 
homogener Volumladung in allgemeinster Weise dar. 

In seiner Mitteilung in den Göttinger Nachrichten hat 
Sommerfeld die Integrationen nach s ausgeführt; dabei gelangt 
der in § 17 erwähnte Umstand zur analytiBcheu Formulierung, 
daß die innere Kraft durch die Bewegung des Elektrons in 
einem endlichen, dem betrachteten Zeitpunkte unmittelbar voran- 
gegangenen Intervalle bestimmt ist, wenigstens dann, wenn 
die Bewegung dauernd mit Unterlichtgeschwindigkeit oder mit 
Überlichtgeschwindigkeit erfolgt ist. Ausnahmefälle treten dann 
ein, wenn das Elektron sich zuerst mit Überlichtgeschwindig- 
keit und dann mit Unterlichtgeschwindigkeit bewegt oder gar 
die Richtung umkehrt; dann können offenbar Wellen, die vom 
Elektron selbst in einer liingst vergangeneu Epoche entsandt 
worden sind, eine Kraft auf dasselbe ausüben. Alle denkbaren 
Fälle werden durch die obigen Formeln in einen einheitliehen 
analytischen Ausdruck zusammengefaßt, so daß die Ermittelung 
der inneren Kraft für eine gegebene Bewegung nur noch eine 
Sache der Rechnung ist. 

Sommerfeld hat anch die Drehkraft und die Rotations- 
bewegung in entsprechender Weise behandelt. Von größerem 
Interesse ist jedoch die Anwendung auf translatorische Be- 
wegung mit Überlichtgeschwindigkeit, der wir ntia jetzt zu- 
wenden wollen. 
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§ 27. Gleichförmige Bewegung mit ÜberliohtgeBOhwindigkeit. 

Bei gleichförmiger geradliniger Bewegung wird 

In den Ausdrüekeu (157) und (157a) für die innere Kraft 
fallen die Differentialquotienten nach l fort. Die Differentiationen 
nach T können durch solche nach 3. ersetzt werden, so daß 
nach Umkehr der Integrationsordnmig für die der Bewegung 
parallel gerechnete innere Kraft bei Flächenladung folgt 

(158) 



2? 



OD m 



nnd bei Volundadung 
(158 a) 



"ig«' 



dl 

_ J~ß' fds t 
~ ß' J s' l 



siasa^sacoasa 



\'.h'^'4.{-n 



M' (./"-^"'"""gx' 

ü ö 

Das nach A genommene Integral läßt sich auswerten; es 
ei^bt die partielle Integration 

dl amsi-„^ ( — ^1 = — s I dltioBsk — -^ 



, _ A { Jdi»i^|-l)£i + J^r-^--! ■ 



DD 



Da nun 



^^sin(M:l)»l_ « 



/,, Bin(iJ — 1)«Z , « j- 



Bo erhält man 



? ( für ^ < 1 
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P 



Für (5 < 1 iat die innere Kraft Null, sowohl im Falle der 
Fläclieiiladmig wie im Falle der Volumladung. Es folgt das 
uns bereits bekannte Resultat: Die gleichförmige gerad- 
linige Bewegung mit Unterliehtgeschwindigkeit ist 
eine kräftefreie Bewegung des Elektrons. 

Für (3 > 1 hingegen folgt aus (158) und (158 b) für den 
Fall der Flächenladimg 

(158c) --^ft " ^ ■ Li^i/v «üis« «^«*- 



Um das Integral nach s auszuwerten, teilen wir das 
IntegrationsiutervaU in zwei Teile, < s < £ und £ < s < oc 
Eb wird 

— ainsa 8inä& = / — sinsosinsi 
s Ja 

+ ^J y '^'^^ {h-a) s - ^J ~ C0B(b +a)8. 

Für die Differenz der beiden letzten Integrale folgt, nach 
Einfuhrung der Variabeln p = \b — a\ s bzw. p = (b -\- a)s, 

1 /* dp 1 f dp l C dp 



« I b'-a I 
• IH-fl) 



. (6 + «) 



I I b — a I 



P 



• (i + a) 



l/? + l>'^-i)?=i'"(^)- /■?-■!■ 



* I ft — o [ t I b — a J 

Durch Summation folgt 



/'ds . , l,/fe + o\, Cds ■ , 

— smso smso = -- (n r—-^ — ^1 + 1 —ainsa amso 
E a \\b — a\;'js 



»(t + a) 

"^sin^l 
P ä 

ilb-a] 






Diesem Ausdrucke proportional ist die Kraft, welche daa 
flächenhaft geladene Elektron auf eine mitbewegte konzentrische. 
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mit derselben Ladung versehene Kugelfläche vom Radina b aaa- 
übt. Indem wir die ganz beliebig 7.11 wühlende Größe * gegen 
Null konvei^eren lassen, erhalten wir als Wert dieser Kraft 

(168d) « = -S-tli-ii«(^) f«r R«. 

Die Kraft, welche die Kngel a auf die konzentrische Kugel b 
und umgekehrt auch die Kugel i anf die Kugel a bei gemeinsamer 
gleichförmiger Translation mit Überlichtgeschwindigkeit ausübt, 
wirkt stets der Bewegung entgegen. Ihr Betrag ist ein end- 
licher, falls die ftadien der beiden Kugeln verschieden sind. 
Führt man indessen den Grenzübergang zum Falle zweier 
Engeln von gleichem Radius aas, um die innere Kraft des 
flächenhaft geladenen Elektrons zu berechnen, so findet man, 
daß die Kraft logarith misch unendlich wird. Man schließt 
hieraus: Die gleichförmige Bewegung eines flächen- 
haft geladenen kugelförmigen Elektrons mit Über- 
lichtgeschwindigkeit erfordert eine unendliche Kraft; 
sie ist somit physikalisch unmöglich. 

Zum Falle der Volumladung übergehend, erhalten wir 
ans (158a, b) ^ 

a' ^ ß* — 1 fds tüasa- 

-'ae'-'^—p^ -Jt! 



i — sacoBsa 



{*»)' 



Für das hier auftretende Integral nach s erhält man, nach 
Einführung der Variabeln p = as, durch einige Umformungen 




+ Yfi Binp(Binp-^cos^)^-j!^<i^^-^); 

-\-~r f i lcos_p8inp— J3 cob*jj-|-^ sia^pj 


1 /, /l ginap ooa2p\ 1 tain2pl" 1 
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Daher wird achlieBlich , 

(158e) Ä = _li;.(l_i,) 

die der Bewegung entgegenwirkende innere Kraft im Falle der 
Volnmladung. Wir sehen also: 

Die gleichförmige Bewegung des mit gleich- 
förmiger Yolumladung erfüllten Elektrons mit Über- 
lichtgeschwindigkeit ist zwar keine kräftefreie Be- 
wegung, aber die erforderliche äußere Kraft hat einen 
endlichen Betrag, so daß Bewegung mit Uberlicht- 
geachwindigkeit bei Volumladung physikaliech denk- 
bar ist. Der Betrag der Kraft steigt mit wachsender Ge- 
schwindigkeit an und konvergiert gegen den Grenzwert 

derselbe ist gleich der Kraft, welche zwei ruhende Punkt- 

ladungen e im Abstand ^ a aufeinander ausüben. 

Die hier zutage tretende prinzipielle Verschiedenheit von 
Flächenladung und Volnmladung des allseitig symmetrißchen 
Elektrons ist um so bemerkenswerter, als bei Unterlicht- 
geschwindigkeit das Verhalten des Elektrons in beiden Fällen 
das nämliche ist. Bei quasisfcationärer Bewegung unter- 
scheiden sich die Massen in beiden Fällen nur durch einen 
Zahlenfaktor, und derselbe Zahlenfaktor tritt bei der Strahlung 
des unstetig bewegten Elektrons auf Auch die Kraft, welche 
erforderhcb ist, um das Elektron plötzlich auf Lichtgeschwindig- 
keit zu bringen und auf dieser zu halten, ist im Falle der 
Volumladung von derselben Größenordnung wie im Falle der 
Flächenladung. Aus dem Verhalten der Elektronen bei Unter- 
lichtgeschwindigkeit und bei Lichtgeschwindigkeit wird daher 
kaum ein Kriterium herzuleiten sein, welches zwischen diesen 
beiden Möglichkeiten entscheidet. Die Entscheidung wäre aber 
sofort gegeben, und zwar zugunsten der Volnmladung, sobald 
man Elektronen beobachtet hätte, die sich mit Überlicht- 
geschwindigkeit bewegen. 
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Eb ist allerdingB kanm zu hoffen, dafi es gelingen 'wird, 
die Elektronen, selbst wenn ihnen im Innern des Radiumatomea 
solche Cres eh windigkeiten erteilt wären, auf Überlichtgesehwin- 
digkeit zu halten; denn die hierzu erforderliche Kraft ist eine 
80 enorme, daß sie die Kräfte der experimentell herstellbaren 
Felder um das Billionenfache übereteigt. Was geechieht aber, 
wenn das einmal auf Üb erUchtgesch windigkeit gebrachte Elek- 
tron ans dem Kraftfeld heraustritt? Auch diese Frage ist von 
Ä. Sommerfeld *^) und P, Hertz *") erörtert worden. 

Es zeigt sich, daß im Falle der Voluniladung jedem stetigen 
Kraftverlanf eine stetige Bewegung des Elektrons zuzuordnen ist. 



Zweiter Abschnitt. 

Elektromagnetisclie Vorgänge in wägbaren Körpern. 




Erstes Kapitel. 

Rahende EÖrper. 

§ 28. Ableitung der Eauptgleichungen aas der Elektroneu- 

theorie. 

Im ersten Bande dieses Werkes (§ 65} haben wir die 
Hauptgleichungen der Maxwellschen Theorie für ruhende Körper 
entwickelt. Der dort eingenommene Standpunkt war derjenige 
der Phänomenologie, welche sich mit der DarsteUong der be- 
obachteten Erscheinungen begnügt und ein Eingehen auf 
atomistische Vorstellungen ablehnt. Bei den meisten elektro- 
magnetischen Vorgängen im engeren Sinne, insbesondere bei 
denjenigen, die in ruhenden Korpern stattfinden, erweist sieh 
die phänomenologische Behandlungsweise ab ausreichend, und 
sogar durch ihre größere Einfachheit als der atomistischen 
Auffassung überlegen. 
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Nun laben wir aber gewisse Erscheinungen der EoDTek- 
tionB Strahlung kennen gelernt, welche sich nur vom atomiati sehen 
Standpunkte aus befriedigend haben deuten lassen. Wir haben 
gesehen, daß die negativen Elektronen, die wir in den Eathoden- 
und Radiumsstrahlen als bewegt annehmen, auch bei der Licht- 
strahlung der Eörper eine Rolle spielen. Wir wollen uns in- 
dessen hiermit nicht begnügen; wir wollen versuchen, die 
elektromagnetischen und optischen Erscheinungen in ihrer Ge- 
samtheit auf Grand der Elektronentheorie zu begreifen. Wir 
müssen zu diesem Zwecke zunächst den Nachweis führen, daß 
die Hauptgleichungen der Elektrodynamik sich aus den Grund- 
gleiehungen der Elektronentheorie ableiten lassen. 

Die Elektronentheorie kennt nur das elektromagnetische 
Feld im Äther, welches durch rnhende oder konvektiv bewegte 
Elektronen erregt wird. Sie nimmt an, daß dieses elektro- 
magnetische Feld auch im Innern der ponderablen Körper 
besteht, oder, wie man zu sagen pflegt, daß der Äther die 
ponderablen Eörper durchdringt. Daß die elektrischen und 
magnetischen Eigenschaften der Körper von denjenigen des 
leeren Raumes abweichen, wird darauf zurückgeführt, daß Elek- 
tronen sich im Innern des Körpers befinden. Die Leitfähig- 
keit der Körper wird durch „Leitungselektronen" erklärt, 
welche entweder wie in den Metallen frei beweglich oder wie 
in den Elektrolyten an neutrale Atom- oder Molekülgruppen 
gebunden sein können; diese wandern im Körper unter der 
Einwirkung elektrischer Kräfte über größere Strecken hin und 
bilden so einen elektrischen Lei tungs ström. Die elektrische 
Polarisation der Dielektrika wird auf negative Elektronen 
zurückgeführt, welche an die positiven gebunden sind und mit 
ihnen zusammen elektrische Dipole bilden. Die Bewegung 
dieser „Polarisationselektronen" in veränderlichen elek- 
trischen Feldern wird einen elektrischen Strom ergeben, welcher 
den auf die Materie entfallenden Anteil des Verschiebungs- 
etromes bildet. Führen die gebundenen negativen Elektronen 
ferner umlaufende Bewegungen um die positiven aus, so geben 
sie zu einer Magnetisierung des Körpers Veranlassung und 
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werden dann als„MagnetiBierungBelektronen"zubezeiclinen 
eein. Es werden allerdings aucli die freien Elektronen im mag- 
netischen Felde sich in gekrümmten Bahnen bewegen und so 
die BoRe von Magnetiaierungselektronen spielen können. 

Die Yon den einzelnen Elektronen erregten Felder, auf 
welche sich die Grundgleiehungen des § 4 (I bis lY) beziehen, 
weisen außerordentlich große räumliche Unregelmäßigkeiten 
anf. Hat doch das Feld des ruhenden Elektrons in den beiden 
Endpunkten eines Elektroneudurchmessera die entgegengesetzte 
Richtung, Entsprechende starke zeitliche Schwankungen der 
Feldstärken werden den ßrundgleichungen zufolge an einem 
im Baume festen Punkte auftreten, wenn ein Elektron sich 
über ihn hinweg bewegt. Wir erwähnten bereits in § 4, daß 
die Felder, deren Existenz die Grundgleiehungen postulieren, 
der direkten Beobachtung unzugänglich sind. Es sind immer 
nur die Mittelwerte, auf welche die Beobachtungen sich be- 
ziehen. Die Mittelwertabildung über die Felder der einzelnen 
Elektronen wird uns zu den Hauptgleiehungen der MaxweU- 
schen Theorie führen und wird uns zeigen, wie die dort auf- 
tretenden Vektoren mit den in den Feldgleicbungen der Elek- 
tronentheorie auftretenden beiden Vektoren zusammenhilngen. 

Wir wollen die Bezeichnungen ®, § für die in den Haupt- 
gleichungen auftretenden Feldstärken der beobachtbaren Felder 
reservieren und daher, um Verwechselungen vorzubeugen, fBr 
die elektromagnetischen Vektoren, welche durch die Grund- 
gleichungen (I bis rV) der Elektronentheorie miteinander ver- 
knüpft sind, jetzt die Bezeichnungen (, ^ einführen. Jene Glei- 
chungen sind dann zu schreiben: 
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(IV) div^ = 
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der Elektrodynamik diirch Mittelwerisbilduiig abgeleitet. Wir 
werden in diesem Paragraphen die entsprechenden Entwicke- 
Inngen für mhende Körper durchführen. Hier ergeben alle 
auf dem Boden der Nahewirknng stehenden Theorien dasselbe, 
während in der Elektrodynamik bewegter Körper, wie wir 
später sehen werden, zwischen den verschiedenen Theorien ge- 
wisse Äbweichnngea vorhanden sind. 

Wir bezeichnen mit H. A. Lorentz eine Strecke als „phy- 
sibaliach unendlich klein", wenn sie klein ist gegen die- 
jenigen Strecken, innerhalb deren eine merkliehe Inhomogeni- 
tät des Feldes besteht, aber groß gegen den Abstand zweier 
benachbarter Elektronen oder Moleküle. Es hängt dieser De- 
finition gemäß wesentlich von der Inhomogenität des betreffen- 
den Feldes ab, ob eine Strecke als physikalisch imendlieh klein 
zu bezeichnen ist oder nicht; in der Elektrostatik z. B. wird 
eine Strecke, die gleich einer Wellenlänge des roten Lichtes 
ist, noch physikalisch nnendlich klein zu nennen sein; denn 
die Probekörper, die zur Untersuchung des elektrostatischen 
Feldes verwandt werden, sind viel zu groß, um eine etwaige 
Inhomogenität des Feldes auf dieser Strecke überhaupt zu be- 
merken. In der Optik hingegen, wo es sich nach den Vor- 
stellungen der elektromagnetischen Lichttheorie um Felder 
handelt, die auf einer Strecke von einer halben Wellenlänge 
die Richtung umkehren, wird jene Strecke keineswegs als 
physikalisch unendlich klein betrachtet werden dürfen. Anderer- 
seits legt die obige Definition eine gewisse, von der Zahl der 
Elektronen bzw. Moleküle abhängige untere Grenze für die 
physikalisch unendlich kleine Strecke fest. Sollen die beiden 
Bedingungen einander nicht widersprechen, so muß der mitt- 
lere Abstand zweier Moleküle verschwindend klein gegen die 
Wellenlänge sein, derart, daß in einem Würfel, dessen Kante 
etwa einem Hundertstel der Wellenlänge der betreffenden elektro- 
magnetischen Welle gleich ist, noch viele Millionen von Elek- 
tronen enthalten sind. Von physikalisch unendlich kleinen 
Gebietsteilen kann nur die Rede sein, wenn die Materie ent- 
sprechend dicht gelagert ist. 



Abiaham, Tbeorie der Elektrlutst. U. B. Aufl. 
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Um den Mittelwert irgendeiner skalarea oder Vektorgröße 
q in einem Punkte P des Kaumes zu beBtimmen, konstruieren 
wir um P eine Kugel, deren Hadiue physikalisch unendlich 
klein ist, und dividieren das über die Kugel eratreckte Volnm- 
integral von q durch des Volumen v der Kugel: 

(159) ^=^^ 

Bei der Vergleichung der Mittelwerte, welche zu zwei ver- 
schiedenen Zeiten in einem und demselben Punkte herrschen, 
iat selbatveratändlich der Radius der Kugel koiietant zu halten, 
HO daß man hat 

Ea sind demnach Mittelwertabildung und Diffe- 
rentiation nach der Zeit miteinander vertauschbare 
Operationen, Das gleiche gilt von den Operationen der 
Mittelwertshildung und der Differentiation nach den Koordinaten. 
Hierbei handelt es sich um die Vergleichung der Werte von q , 
welche in zwei benachbarten Punkten P und P' des Raumes 
zu derselben Zeit bestehen. Es sind dabei die Mittelwerte q 
durch zwei um P und P' geschlagene physikalisch unendlich 
kleine Kugeln von dem gleichen Radius definiert. Demgemäß 

ist z. B. 8q ^ B Ssdv 

dx dx V 

nichts anderes als die durch Verrüekung der Kugel parallel 
der a^-Aehse bedingte Veränderung dt's Volumintegrales von q, 
dividiert durch das Volumen der Kugel. Diese Veränderung 
läßt sich dtirstellen als herrührend von den (positiven oder 
negativen) Beiträgen derjenigen Volumelemente, welche die 
Obertläche f der Kugel bei der Verrückung bestreicht. Es folgt 

% = ljqooB{nx)df. 

Andererseits ist der Mittelwert des Differentialquotienten 
von q nach x 
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so daß man erhält 
(159 b) 



dx die' 



Es sind also, wie behauptet, auch die räumliche 
Differentiation und die Mitte Iwertabildung mitein- 
ander Tertauaehbare Operationen. 

Auf Grund der Regeln (159a, b) ergeben sich durch Mittel- 
wertsbildung aus (I bis IV) die Differentialgleichungen 

(la) 




eurl I| = 


1 Of , 4JI — - 

7¥f+ TP"' 


curl e =- 


10| 

c SC 


div c = 


43rp, 



(IIa) 

(lUa) 

(TVa) div ^ = 



0. 



Indem die Mittelwerte für phyaikaliaeh unendlich kleiue 
Bereiche gebildet wurden, sind die raschen und regellosen räum- 
lichen Änderungen des Feldes, welche durch die atomiBtisehe 
Struktur der Elektrizität und der Materie bedingt sind, heraus- 
gefallen. Man kann daher bei der Berechnung des curl und 
der Divergenz der Vektoren e und ^ unter dx, dy , dB, statt 
mathematisch unendlich kleiner Strecken, auch physikalisch 
unendlich kleine Strecken verstehen. Ferner kann man die 
Mittel Wertsbildungen, wie über den Raum, so auch über die 
Zeit erstrecken und unter dt ein „physikalisch unendlich 
kleines Zeitintervall" verstehen, das heißt ein solches, in 
welchem die Vektoren e, f| verschwindendgeringezeitlicheÄnde- 
mngen erfahren. 

Wir betrachten zunächst den idealen Fall, daß der Körper 
nur Leitnngselektronen enthält. Dann gilt 

(160) {0l, = e; le^), = i. 

Die beobachtbaren Dichten der Elektrizität und des Leitungs- 
stromes p, 1 sind dann einfach gleichzusetzen den Mittelwerten 
der Dichten der Elektrizität und des KonvektionsstromeB, be- 
rechnet für physikalisch unendlich kleine Volumelemente. Nehmen 

16* 
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wir eine Reihe verscliiedener Elektronen arten an, von den La- 
dungen ßj, ^, Cj , . ,, den auf die Volumeinheit berechneten 
Zahlen N^, N^, N^ . . ., und den mittleren QeschwindigkeiteB 

"d "si "si ^° ^^^ ^^^ 

(160a} Q = N,e, + N.e^ + N,e, . . . 

(160h) i = N,e,t>^ + N,e,n, + N.e^v, . . 

Für einen idealen Leiter, der weder elektrisch polarieierbar 
noch magnetisierbar ist, erhält man die Hauptgleichungen der 
Maxwellschen Theorie, indem man S und 4^1 Ji mit e, ® und 
§ mit I| identifiziert. Im allgemeinen Falle aber sind zwei 
Paare elektrischer und magnetischer Vektoren in den Haupt- 
gleiehungen zu unterscheiden (Bd, I, § 65). Ea kommt jetzt 
gerade darauf an, den Zusammenhang dieser Vektoren mit T und 
I richtig zu erfassen und den Unterschied zwischen wahrer 
und freier Elektrizität sowie wahrem und freiem Strome vom 
Standpunkte der Elektronentheorie aus zu verstehen. Im Hin- 
blick hierauf wollen wir die Anteile von p und pD in Betracht 
ziehen, welche von den aneinander gebundenen positiven und 
negativen Elektronen herrühren. 

Für ein elektrisch neutrales Molekül ist die Gesamtladung 
Null. Auch bildet die fortschreitende Bewegung eines solchen 
Moleküles keinen Leitungsstrom. Dennoch kann die gegen- 
seitige Verschiebung der Elektronen im Molekül zu einer Ab- 
änderung des Mittelwertes q der räumlichen Dichte Veran- 
lassung geben, der ja durch eine im Räume feste, physikalisch 
unendlich kleine Kugel definiert war. Auch können die inneren 
Bewegungen der Elektronen sich durch eine Änderung des 
Mittelwertes pD der Stromdichte bemerkbar machen. 

Wir nennen das über das Volumen eines Moleküles er- 
streckte Integral 

(161) p^ ßtdv 

das elektrische Moment des Moleküles, indem wir unter r 
den von einem festen Pnnkte des Moleküles aus gezogenen] 
Fahratrahl verstehen. Hat man es mit einem aus zwei Punkt-I 
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ladungea bestehenden Dipole zu tun, so ist p daa Moment 
des Dipols. 

Wir wollen indessen die allgemeinere Annahme machen, 
daß sich in jedem Moleküle n Elektronen, von den Ladungen 



ist dann 
(161 at 
wobei 
(161b) 



befinden. Das elektrische Moment des Molekliles 



9^e^t, + e,x, + |-e„r., 



e, + e, + --- + e„-0 



ist. Es mag N die auf die Volomeinbeit berechnete Zahl der 
Moleküle sein. 

Wir betrachten ein im Räume festes, physikalisch unend- 
lich kleines Flächenelement df. Welches wird die Elektrizitäts- 
menge sein, die bei der Herstellung der Momente der Moleküle 
durch das Flächeoelement dftrüt'f Wir wollen nunächst voraus- 
setzen, daß alle in einem physikalisch unendlich kleineu Be- 
reiche gelegenen Moleküle das gleiche Moment p besitzen; 
sollte diese Voraussetzung nicht erfüllt sein, so können wir 
doch Terschiedene Molekülgruppen von den Momenten p', p" ■■■ 
und den Molekülzahlen N', N" ■ ■ ■ unterscheiden und die Mole- 
küle jeder Gruppe gesondert betrachten. Auf die betreffende 
Molekülgruppe bezieht sich dann dasjenige, was hier von der 
ganzen Schar der Moleküle ausgesagt wird. 

Wir wollen den Punkt des Molekülea, von dem aus 
die Radien Vektoren r^, t"»- ■ ■ t, gezogen sind, den Mittelpunkt 
des Moleküles nennen. Die Herstellung des Momentes p er- 
folgt, indem die Ladung e^ von nach dem Endpunkte 4, 
des Fahrstrahles t,, die Ladung p, von nach dem End- 
punkte Aj des Fahrstrahles tj bewegt wird, usf Soll nun 
die Ladung e, bei der Verschiebung von nach A^ durch das 
im Räume feste, physikalisch unendlich kleine Flächenelement 
df hindurehtreten , so muß sich der Mittelpunkt des Mole- 
küles offenbar in dem schiefen Zylinder befinden, den mau 
erhält, indem man von den Punkten des Flach enelementea df 
aus die Fahrstrahlen — r, konstruiert. Die Zahl der Moleküle, 
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dtoen Mittelpunkte üxnerlialb dieses Zylinders liegen, ist ^eüh 
der ZaU N der in der Volnmeinheit eathaltenen Moleküle, 
multipliziert mit dem Bauminhalt des Zylinders, also gleidi: 

Diese Moleküle sind es, welche bei der Herstellung der 
Momente (161a) Elektronen erster Art durch df senden, und 
zwar im Sinne derjenigen Normalen, welche mit r^ einen 
spitzen Winkel einschließt. Die gesamte, bei der Herstellung 
des Momentes mit den Elektronen erster Art durch df im 
Sinne der Xormalen n tretende Elektrixitatsmenge wird durch 

Ke,x,Jf 

auch dem Vorzeichen nach richtig angegeben. Die Anteile 
der verschiedenen Elektronen summierend, erhalten wir 

fOr die gesamte, bei der Herstellung der Momente durch df 
tretende Elektrizität. Dabei stellt $ = Np die Vektorsnname 
der MoiBente aller in der Volumeinheit enthaltenen Moleküle 
dar. Das erhaltene Resultat gilt auch dann, wenn die in einem 
physikalisch unendlich kleinen Volumelement liegenden Mole- 
küle nicht alle das gleiche elektrische Moment besitzen. Man 
hat die Betrachtung dann auf jede Gruppe gleichartiger Mole- 
küle anzuwenden und die Anteile aller Gruppen zu summieren. 
In diesem allgemeineren Falle ist dann 

(161c) ^^N'p' + N"f"+ ■-- 

zu setzen. 

Dieser Vektor stellt die auf die Volameinheit berechnete 
„elektrische Polarisation" dar. Indem die Elektrouen- 
theorie die Polarisation eines Dielektrikums auf die 
Verschiebung der gebundenen Elektronen zurückführt, 
verleiht sie dem Vektor ^, der Bd. I, § 47 eingeführt 
wurde, eine konkrete physikalische Bedeutung. 

Die bei der Polarisation des Dielektrikums durch ein im 
Räume festes Fiächenelement df hindurchtreteude Elektrizität 
wird durch ^„df angegeben. Demnach ist 
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(162) 



1^-1.= ^ 



der Ton den PolariaationBelefetronen herrührende An- 
teil der Stromdichte. Er stellt, den Vorstellungen der 
Elektronentheorie nach, den an der Materie haftenden Bestand- 
teil des Verachiebungs Stromes dar. 

Bei der Herstellung der elektriselien Momente der Mole- 
küle ist die ElektrizitätBnienge 



ßß^äf='ß.iT^dv 



durch eine geschlossene Fläche herausgetreten. Tor Her- 
stellung des Momentes, wo die Ladungen e^, f» ■ • ■ e„ alle in 
dem Mittelpunkte des Molekules lagen, giug nach (161b) 
Ton dem einzelnen Moleküle überhaupt kein Kraftäuß aus; die 
mittlere Dichte der Elektrizität in jedem physikalisch unend- 
lich kleinen Bereiche war gleich Null. Da nun bei Herstellung 
der Momente die soeben berechnete Elektrizitätsmenge aus 
dem Räume v herausgetreten ist, so erhalten wir für den von 
den Polarisationselektronen herrührenden Anteil der 
elektrischen Dichte: 



(162 a) 



,= -d,v*. 



Die Ausdrücke (162) und (162a) der von den Polarisations- 
elektronen herrührenden Dichten des Stromes und der Elek- 
trizität erfüllen, wie ea sein muß, die Kontinuitätsbedingung 



(162M 



div|pD},-f^^ = 0. 



I 



Wie hat man sich weiter den Vorgang der Magnetisierung 
vom Standpunkte der Elektronentheorie aus zu veranschau- 
lichen ? 

Wir denken uns ein Molekül, dessen Ladung und dessen 
elektrisches Moment p (161a) beide gleich NuU sind, so daß 
das Molekül weder zum Leitungsstrom noch zam Polaris ations- 
strom einen Beitr^ liefert. Doch mögen die Elektronen im 
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Itmem des Molekdla ia Umlaafabewegungen begriffen sein, 
derart, daß fOr dae betreffende Molekül der Vektor 



(163) 



'a = ^,ßvg[t1>]^lpv[tt] 



einen von Null verschiedenen Wert besitzt. 

Dieser Vektor wird als „magnetiBchea Moment" des 
Moleküles bezeicbnet. Sind ti ala Punktladungen zu betrach- 
tende Elektronen im Moleküle in Umlauf sbewegungen begriffen, 
80 ist sein magnetisches Moment 

fl63a) m ^ ^- - |Lt.ii,]+ '^ ■ ^[t,B,] + ■ ■ + ^ - l[i:,tij- 

Jene umlaufenden Elektronen nennt Lorentz „Magne- 
lisieruugBelektronen". Er sucht, indem er die Bestrebungen 
von Amp^ und W. Weber wieder aufnimmt, die Magne- 
tisiening des Körpers durch intramolekulare Bewegungen der 
Elektrizitüt zu erklären. 

Der Beitrag jeder einzelnen Elektronenart zum miigne- 
tiachen Momente bestimmt sich als Produkt ans seiner elektro- 
magnetisch gemessenen Ladung und dem axialen Vektor 

_[rn], der im Sinne der Punktmechanik als Hächengesch windig- 
keit, bezogen auf den Mittelpimkt des Moleküles, bezeichnet 
werden kann. Das magnetische Moment stellt sich auch hier 
als ein axialer Vektor dar, wenn anders die Elektrizität ein 
wirklicher Skalar ist. 

Wir werden annehmen dürEen, daß die Umlauf sbewegungen 
der Elektronen, die zur Bildung magnetischer Momente Ver- 
anlassung geben, periodischer Art sind, und daß in einem 
physikalisch unendlich kleinen Zeitintervall eine große Zahl 
von Umläufen stattfindet. Rechnet man mit den Über ein 
physikalisch unendhch kleines Zeitintervall erstreckten Mittel- 
werten, so wird das elektrische Moment p unter diesen Um- 
ständen auch dann gleich Null sein, wenn z. B. ein negatives 
Elektron um das ruhende positive Elektron Umlaufsbewegungen 
hueführt; die periodische Schwankung des elektrischen Momentes 
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erfolgt dann bo raach., daß sie sich der Beobachtung entzieht, 
und es wird das Elektronenpaar dann nicht mehr als „Polari- 
sationselektron", sondern ausachließlich als Magnet isi er ungs- 
elektron in Betracht kommen. 

Es kann natürlich auch vorkommen, daß ein und dasselbe 
Molekül gleichzeitig Polarisations- und Magnetisierungs- Elek- 
tronen enthält. 

Die Magnetiaierungselektronen steuern nun ihrerseits einen 
Anteil zum Mittelwerte des Konvektionsstromes pD bei. Die 
Berechnung dieses Anteiles können wir auf diejenigen Regeln 
zurückführen, welche wir soeben zum Zwecke der Berechnung 
der mittleren, von den Polarisationselektronen herriüirenden 
elektrischen Dichte entwickelt haben. Wir verstehen unter t 
einen durchweg konstanten Hilfsvektor und bilden das Vektor- 
produkt aus ihm und dem magnetischen Momente m ent- 
sprechend der Rechnungsregel ä (Bd. I, S. 452): 

[tm] = f,[r,(tii,) - D, (irO) + fjr,(tl.,) ^ ».(tr,)) + ■ ■ ■ 

-ävÄI^''i(*'i) + ^« '•''(*'») + ■ ■■ + ^"'"(*o)- 

Sind nun, wie angenommen wurde, die Perioden der 
Umlaufsbewegungen der Elektronen so gering, daß in einem 
physikalisch unendlich kleinen Zeitintervalle eine große Zahl 
von Umläufen stattfindet, ao fäUt bei der Mitte IwertsbiMung 
über ein solches Intervall das zweite Glied fort; denn die 
Konfiguration der Ludungen im Moleküle bleibt im Mittel un- 
geändert. Die entstehende (Jleiehung 

(164) [im] ^ t, (t, ^'-') + t, (t, ''*') + ■ ■ ■ + r.(t, *^"-) 

ist der Gleichung (161a) för das elektrische Moment des Mole- 
ktiles an die Seite zu stellen. Dem Skalar e dort entspricht 

hier der Skalar (t, V Derselbe genügt, falls der Vektor p 
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(vgl, 161a) für das betreffende Molekül gleich Null iat, der 
Bedingung 

(164«) (., ^4') + (., %»') + . . ■ + (t, '^;--) ^ 0, 

welche (161b) entspricht. 

Füliren wir nun den Vektor ein: 



(164b) 



m^N'm' + N"m"+ 



welcher die von den verschiedenen Molekülgattungen her- 
Tülirende, auf die Volunieinheit berechnete Magnetisierung 
darstellt, so entspricht der Vektor [tW] vollkommen dem 
Vektor ip (vgl. 161c). Wie wir in (162a) aus q} den Mittel- 
wert p der elektrischen Dichte ableiteten, so können wir nun- 
mehr aus dem Vektor [täR] auf Grund der analogen Beziehung 



(!/-') = -div[t!m] 



den Mittelwert des' von den Magnetisierungselektronen her- 
rührenden Konvektionsatromes ermitteln. Da t eiu vom Orte 
unabhängiger Vektor ist, so ergibt die Regel A (Ed. I, S. 453) 

— div[tilH] = teuriaJJ. 

Da dieses für jede beliebige Richtung des Hilfsvektora t 
gelten muß, so folgt 

(164e) {^j„,= c-curl!W 

als Mittelwert des von den Magnetisierungselektronen 
herrührenden elektrischen Stromes. Die Mittelwerta- 
"bildung bezieht sieh dabei, wie aus den obigen Überlegungen 
folgt, auf physikalisch unendlich kleine Zeiten und physikalisch 
unendlich kleine Gebietsteile des Raumes. Der Strom (164c) 
genügt der Kontiuuitatsbedingung, ohne daß eine parallel 
gehende zeitliche Änderung der Dichte der Elektrizität zu be- 
rücksichtigen wäre. 

Wir achreiten nunmehr zur Summierung der Anteile, die 
von den verschiedenen Elektronenarten zur mittleren Dichte 
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der Elettrizitflt und des elektriachen Stromes beigesteuert 
werden. Aus (160) und (162a) folgt 

(165) p = {e|,+ {p}^=p-diy!p = p'. 

Der erste Bestandteil, die ron den Leitungs- 
elektronen herrührende Dichte, ist identisch mit der 
Dichte der wahren Elektrizität in der Maxwell- 
Hertzachen Theorie. In der Tat, die wahre Ladung eines 
Leiters ist diejenige, die nur durch einen Leitungsstrom ab- 
geändert werdeu kann, und die, weuu ein solcher fehlt, auch 
dann konstant bleibt, wenn der Leiter in ein anderes Dielek- 
trikum eingebettet wird. Die durch die Polarisation des 
Dielektrikums abgeänderte mittlere Dichte p hin- 
gegen ist identisch mit der Dichte p' der freien Elek- 
trizität in der Maiwell-Hertzseben Theorie. 

Als resultierender Mittelwert des elektrischen Stromes 
folgt aus (160, 162 und 164c) 

(165a) ^b = {P|,+ ipli}p+{eD}^=i+ If -i-ccuriajj. 

Der erste Bestandteil, der von den Leitungs- 
elektronen herrührt, ist auch ffir magnetisierte Leiter 
mit der Dichte des wahren Leitungastromes iu der 
Maxwell-Hertzschen Theorie identisch. Derselbe be- 
stimmt die Änderung der wahren Ladung der Leiter. Die 
durch die Mitwirkung der Magnetisierungaelektronen 
abgeänderte mittlere Dichte hingegen 
(165b) i'=i4-ccurl!»i 

ist nichts anderes als die Dichte des freien Stromes 
in der Maswell-Hertzschen Theorie (Bd. I, Gl. 176, S. 240). 
Wie ordnen sich nun die Vektoren ® und ^, S und § 
den Mittelwerten ( und ^ zu, die im Eingänge dieses Para- 
graphen in den Grundgleichungen (la bis IV a) der Elefctronen- 
theorie auftreten? Wir sehen sofort, daß wir der queUenfreien 
Verteilung des Vektors ö der magnetischen Induktion gerecht 
werden, wenn wir setzen 

(166) S = |. 
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BfcpBB. 



in. 



ALidaiLD fahrt (IIa) «rf die swe^ Hsapt^ichting (Bd. I, 
GL 178, S. 34Ö), bei AassehlnS cduge^aigter Kiäfle, wenn i mit 
C identifiziert wird: 
(166a,) « = r - 

Die Elektroaentheorie identifiziert die Vektoren 
8 und % der Maxwellschen Theorie mit den Mittel- 
werten der elektromagnetischen Vektoren \ and (, 
welche die Felder der einzelnen Elektronen kenn- 
Keichnen. Hier wird von Tomherein ein Standpunkt ein- 
genommen, welcher nicht die Hertz -HeaTisidesche Analogie 
der Vektoren IS und ^ einerseits, 4x£ und S andererseits za- 
grande legt Die Symmetrie der elektrischen ond magne- 
tischen Größen wird von der E^ektronentheorie angegeben; 
in ihren Grundgletcbnngen spielt bereits ^ eine andere Rolle 
wie e, was daher röhrt, daß zwar Elektrizität nnd elektrischer 
KonvektinnsBtrom, aber keineswegs Magnetismna und magne- 
tischer KonvektionBstrom angenommen werden. 

Die Einführung der Definitionen (166) und (166a) sowie 
des für die Stromdichte erhaltenen Mittelwertes (165a) in die 
erste Grundgleich nng Tla) ei^bt 

•="■■•» = -^-äi + VST + -^- +'*=' '="1«- 

Die beiden ersten Glieder, der Verschiebnngsatrom 
im Äther und der Polarisationsstrom im Körper, er- 
geben zusammen den VerschiebungSBtromderMaswell- 
scben Theorie. Definiert man nun weiter die Vektoren ® 
und §, wie folgt: 

(166b) 4jr3) = e -t- 4a¥, 

(166c) &^e-4;rW, 

so wird die erste Hauptgleichung der Maiwellschen Theorie 
(Bd.1, Gl. 177a, S. 243) erfüllt. Aus (Ula) folgt sehließüch 
mit Rücksicht auf (165) und (166a, h) die von der Maxwell- 
Bchen Theorie geforderte Beziehung zwischen der elektrischen 
Verschiebung $ nnd der Dichte q der wahren Elektrizität. 
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Die Lorentzsche Theorie definiert die beobacht- 
baren elektromagnetisclien Vektoren durch (166) und 
(166a, b, c) und gelangt so zu den Hauptgleiehmigen 
der Maswellschen Theorie für ruhende Körper: 



(Ib) 


curl§ = 


c 8t ' c 


(Hb) 


curl 6 = - 


1 a» 

c et' 


(nib) 


div S = 


Q> 


avb) 


diYÖ = 


0. 



Dabei identifiziert sie — das muß besonders betont 
werden — die Mittelwerte der Dichten der Elektrizität 
und des elektrischen Stromes, welche von den freien 
und von den gebundenen Elektronen herrühren, keines- 
wegs mit Q und l. Vielmehr wird der Mittelwert der 
elektrischen Dichte mit der freien Dichte der Maxwell- 
Hertzsehen Theorie identifiziert, der Mittelwert des 
KonvektionsafcromeB der Elektronen mit dem freien 
Strome, vermehrt um den an der Materie haftenden 
Anteil des Verschiebungsstromes (vgl. 165 und 165a, b). 

Aoa den Hauptgleiehungen ergeben sieh die Feldgleichungen 
der MaxweU-Hertzschen Theorie (Bd. I, § 66) durch Hinzufügung 
der Beziehungen, welche ® mit i und 5, mit ffi verknüpfen. 
Die Elektronentheorie gelangt zu diesen Beziehungen, indem 
sie die Veränderungen betrachtet, welche die Lage und der 
Bewegungszuetand der Elektronen infolge der Einwirkung 
äußerer Felder erfahrt. Wir werden insbesondere für die 
Polaris ationaelektrooen diese Betrachtungen in den beiden 
nächsten Paragraphen durchfuhren und werden zeigen, daß 
die Berücksichtigung der Trägheit der Elektronen zum Ver- 
ständnis der Farbenzersfcreuung und der magnetiachen Drehung 
der Polaris ationsebene führt. 

Von eingeprägten Kräften haben vrir bei der Ableitung 
der Hauptgleichungen abgesehen. Die Maxwellaebe Theorie 
versteht unter eingeprägten elektrischen Kräften solche, welche 
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unabhängig von wahrnehmbaren elektromagnetischen Ursachen 
sind und mit irgendwelchen sonst igen physikalischen oder 
chemischen Zuständen des Körpers verknüpft sind (Bd. I, § 56). 
Nach der Elektro nentheorie ist die eingeprägte Kraft eine 
äußere, an den Elektronen angreifende Kraft. Da nun nach 
'len Grundhypothesen der Elektronen theo rie nur elektrojna- 
gnetisehe Kräfte es sind, welche an den Elektronen angreifen, 
80 müßte man postulieren, daß die eingeprägten Kräfte auf die 
elektromagnetischen Kräfte verborgener Felder zurückgeführt 
würden. Dieses Ziel ist noch keineswegs erreicht. In vielen 
Fällen macht man, um zur tTb er ein Stimmung mit den Ergeb- 
nissen der Beobachtung zu gelangen, für die an den Elektronen 
angreifenden Kräfte geeignete Ansätze, ohne sie weiter elektro- 
dynamisch zu begründen. 

§ 29, DiBpereion der elektromagnetischen Wellen. 

Wir betrachten einen unmagnetisierbaren homogenen Iso- 
lator. Die für einen solchen geltenden Feldgleichungen werden 
iu der Maswellschen Theorie erhalten, indem SR und i gleich 
Null und 
(167) 4;tSi = 6ll, 4.-r*ß === (f - 1) e 

gesetzt werden. Die Dielektrizitätskonstante e wird dabei als eine 
für den betreffenden Isolator chai'akteristische Konstante be- 
trachtet, und die erhaltenen Feldgleichungen werden auch auf 
die Felder der LichtweUen angewandt (Bd. I, § 75). 

Die Eiektronentheorie führt die elektrische Polarisation 
auf eine Verschiebung der gebundenen Elektronen zurück. 
Die Proportionalität der Momente der Polar isationselektronen 
zur elektrischen Feldstärke erklärt sie durch Annahme quaai- 
elastiacher Kräfte, welche dieselben in ihre Gleichgewichtslagen 
zurückziehen. Solche quasielastischen Kräfte mußten wir schon 
früher annehmen (§ 9), um von der Existenz der in der Licht- 
emisaion sich kundgebenden Eigenschwingungen ßecheoschaft 
zu geben. Die Eigenschwingungen ergaben sich ohne weiteres 
aus der Annahme quasielastischer Kräfte und aus der trägen 
Masse der Elektronen, 
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Nun waren bekauntKch durch Änuahme von Eigen- 
schwingungen in den Molekülen der lichtbrechenden Körper 
von Sellmeier, Ketteier und Helmholtz die Erscheinungen der 
Dispersion erklärt worden. Man gelangte zu einer elektro- 
magnetischen Theorie der Dispersion, indem man der trägen 
Masse der von den Lichtwellen in Schwingungen versetzten 
elektrischen Teilchen Rechnung trug. Wir werden hei der 
Darstellung der Elektronen theo rie der Dispersion nns ina- 
besondere an H. Ä. Lorentz**), P. Drude''} und M. Planck") an- 
schließen. 

Wir betrachten eine ebene homogene elektromagnetische 
Welle, welche in dem homogenen isotropen Dielektrikum parallel 
der i-Achse fortschreitet; die Welle sei geradlinig parallel der 
£-Achse polarisiert, d. h. die magnetischen Vektoren § = 8 
fallen in die s-Achse und die elektrischen, S und @, in die 
y-Achse. Die Hauptgleichungen (Ib, IIb) ergeben 

_ se, _ 4» 3aD_^ d% 1 a&. 

8x e Zt ' dx e 8t ' 



mithin nach Elimination von ^, 
(167 a) 



ac 



dx' 



Für monochromatische Wellen von der Frequenz v wird 
nun die Abhängigkeit der Komponenten S^, und ^^ von X 
und t durch den komplexen Faktor 



gekennzeichnet sein, wo — die Geschwindigkeit der Wellen, 

« dem Dach den Brechungs index des Körpers angibt, 
Aue (167a) folgt für diese Wellen: 

Akzeptiert man die von der MaxweUschen Theorie be- 
hauptete Proportionalität von S und ® (Gl. 167), so gelangt 
man zur MaxwellHchen Relation B*=f zurück (Bd. I, Gl. 205 d, 
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S. 317). Wenn wir auch diese Beziehung nicht ab allgemein 
gültig annehmen, bo müssen wir doch fordern, daß bei ge- 
gebener EVequenz v 
(167b;i 4;il = w'6, 43r!p = («*-l)g 

gelte, wo « eine zunächst noch unbekannte Konstante ist. 
Denn nur dann folgt aus den Hauptgleich ungen auf Grund 
von (167 a) das von der Erfahrung bestätigte Ergebnis, daß in 
einem homogenen isotropen durchsichtigen Körper monochro- 
matische Lichtwellen von gegebener Frequenz nach allen Rich- 
tungen mit der gleichen, von der Lichtstärke unabhängigen 
Geschwindigkeit sich fortpflanzen. Der Brecbungaindes n, 
der in (167b) eingeht, kann allerdings von der Frequenz der 
Schwingungen, d, h. von der Wellenlänge des Lichtes ab- 
hängen; diese Abhängigkeit bedingt eben Farbenzeratreuung. 
Die Elektronentheorie brii^t den Brechungs index in Zu- 
sammenhang mit der Zahl und den Eigenschafben der Polari- 
sationselektronen, indem sie die elektriachen Momente der- 
selben mit der Feldstärke verknüpft. Sie geht dabei aus von 
der Schwingungsgleichung (56, 56a) der freien Eigen- 
schwingungen eines Dipols, in deren rechte Seite die äoßere 
elektromagnetische Kraft einzuführen ist. Es wird 

(168) ^-^Ä>^, = ^g^ 

Wir nehmen nur eine einzige Elektronenart als mit- 
schwingend an, und zwar sei p die Zahl der Elektronen im 
Molekül, N die Zahl der Moleküle im cm\ Die Polarisation 
der Volumeinheit wird dann gemäß (161c) 
(168a) ^^Np^. 

Auf den Fall verschiedener Elektronenarten kann man 
die Entwickelungeu ohne Schwierigkeit ausdehnen. 

Die auf die Einheit der Ladung berechnete äußere Kraft ist 

(168b) %^-t^+l[r>r], 

wobei unter t" und ^'' der elektrische und der magnetische 
Vektor des äußeren Feldes im Äther zu verstehen sind. Den 
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zweiten Term in (168b) pflegt maa, wenn kein konstantes 
äuBeres m^netisches Feld mitwirkt und nur das magnetische 
Feld der Lichtwellen selbst in Frage kommt, gegen den ersten 
zn remachlässigen, indem man die Geschwindigkeit der schwin- 
genden Elektronen als klein gegen die Lichtgeschwindigkeit 
betrachtet. 

Ea folgt aus (168) und (168a, b); 



(169) 



^? + ft'iß = Np ■ 



t". 



Dabei ist unter C* ein Mittelwert des Vektors t' ta ver- 
stehen; derselbe ist jedoch keineswegs mit dem Mittelwert 
t = ® des vorigen Paragraphen zu verwechseln. Der Mittel- 
wert c bezog sieh nämlich auf ein physikahsch unendlich 
kleines Volumeleraent des Raumes; der Mittelwert f ist nur 
für diejenigen Raumpunkte zu bilden, in welchen sich mit- 
schwingende Elektronen befinden. Auch handelt es sich nicht 
um den totalen Wert des Vektors t, vielmehr ist in C das 
vom Elektron selbst erregte Feld fortgefallen. Die Berech- 
nung des Mittelwertes t" erfordert einige Überlegung. 

Wir legen um den Punkt, für welchen t" berechnet 
werden soU, eine Kugel mit dem physikahsch unendlich 
kleinen Radius R; es heißt das, es soll R klein gegen die 
Wellenlänge sein und doch die Kugel eine große Zahl von 
Elektronen einschließen. Da E klein gegen die Wellenlänge 
ist, 80 werden innerhalb der Kugel, und auch auf ihrer Ober- 
fläche, die Vektoren @ und ^ konstant sein. Zu dem Vektor 
e" werden nun erstens diejenigen Elektronen einen Beitrag 
liefern, die innerhalb der Kugel sich befinden, und zweitens 
diejenigen außerhalb der Kugel. Den letztgenannten Bestand- 
teil der elektrischen Kraft bestimmen wir, indem wir aus dem 
Innern der Kugel die Elektronen fortgeschafft denken; nach 
Forts ebaffnng aller Elektronen aus dem Innern der Kugel 
weicht das Feld im Innern von dem Felde @ der Liehtwellen 
im Körper nur aus dem Grunde ab, weil sich jetzt auf ihrer 
Oberfläche eine Schicht freier Ladungen befindet. Die Ein- 

Abrohtm, Theorie der ElekDIiltlit. IL 9. AnB. 
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Wirkung dieaer Schicht können wir, da der EadiuB der Eugel 
klein gegen die Wellenlänge ist, auf Grund elektrostatischer 
Betrachtungen ermitteln. Wir hatten in Bd. I, § 48 eine ähn- 
liche Anfgikbe gelöst; wir hatten das von einer homogen 
polarisierten Kugel erregte Feld bestimmt und es im Innern 

gleich -~^ gefunden (Gl. 144b, S. 164). Nun ist die Feld- 
stärke durch die freien Ladungen bestimmt; in dem vorliegen- 
den Falle, wo außerhalb der Kugel die konstante Polarisation 
ip herrscht und das Innere der Kugel nicht polarisiert ist, ist 
die Dichte der freien Elektrizität auf der Kugelfläche offenbar 
die entgegen gesützte wie in dem damals behandelten Falle, 
wo das Kugeünnere homogen polarisiert, das Äußere aber nicht 
polarisiert war. Es gibt demnach 

den Wert von t" an, den man erhält, wenn man diejenigen 
Kräfte nicht berücksichtigt, die von den Elektronen innerhalb 
der Kugel herrühren. Für den Mittelwert der Summe dieser 
von den Polaris ationselektronen der benachbarten Moleküle 
ausgeübten Kräfte setzt nun H. A. Lorentz*^) -ins^, wo s 
eine Konstante bedeutet, und erhält so 



(169 a) 



e"-« + 4=r(i + s)!p. 



Für feste Körper, bei denen man eine geordnete Lagerung 
der Moleküle und Elektronen anzunehmen hat, wird im allge- 
meinen eine von den Momenten der benachbarten Moleküle 
und Elektronen herrührende Kraft zu berücksichtigen sein. 
Bei Flüssigkeiten und Gasen hingegen, wo regellose Änderungen 
in der Gruppierung der Moleküle stattfinden, wird ea gestattet 
sein, mit M. Planck**) anzunehmen, daß die Einwirkungen der 
innerhalb der Kugel befindliehen Elektronen sich im Mittel 
aufheben, und s demnach gleich Null zu setzen. Wir ziehen 
ea indessen vor, die Konstante s beizubehalten. Wir umfassen 
dann auch die Theorie von P. Drude ^), in welcher c" einfach 
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mit der Feldstärke ® der Lichtwellen identifiziert wird; der 
Dmdesche Ansatz geht aus dem LorentzBchen hervor, indem 



gesetzt wird. 

Unter Annahme rein periodischer Schwingungen von der 
Frequenz v folgt aus (169) und (169a) 

(1691)) (ft» - V») ip = ^■p ■ -^ j « + 4^1 (^ + s) ip) . 

Hieraus, in Verbindung mit (167 b), erhalten wir 

(*.-„^.(„^_l)_4^jfp.^(l + („«_l)(^ + s)). 

Die Konstante k der Schwingungsgleichung (168) ist nichts 
anderes als die Frequenz der Eigenschwingungen der Polari- 
sationselektronen. Führen wir statt der Frequenzen k, v der 
Eigenschwingungen und der erzwungenen Schwingungen deren 
im leeren Räume gemessene Wellenlängen ein: 






11 



^+1+- 



so wird 

(170) 
wo 
(170 a) 

gesetzt ist. 

Die Dispersionsformel (170) drückt die Änderung 
des BrechuDgsindex n mit der Wellenlänge A aus. 
Setzt man s = 0, so wird 

n'+3 3 

«■-1 7*^' 



(170b) 



U' i>|- 



Da Y der Zahl N der Moleküle proportional ist, so muß 
bei einer Dichteänderung des Körpers für Licht bestimmter 
Farbe die Funktion («^ — !)/(»* + 2) des Brechungsexponenten 
der Dichte proportional variieren, wenn anders die Zahl der 
mitachwingenden Elektronen im Molekül und die WeUen^nge 

17* 
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-threr EigenBchwmgiiiig bei der Dichtduiderang sich nicht 
ändern. Dieses Lorentz-Lorenzscbe Gesetz hat sich Tiel- 
fach bestätigt gefonden. Es bat sieb auch ergeben, daß für 
Miscbungen die Größe (n* — !)/(»* + 2) sich aus den Beiträ^n 
der Komponenten nach der Mischungaregel berechnen läfit. 
Aach auf chemische Verbindungen hat man diese Regel an- 
gewandt und in . Tielen Fällen bestätigt gefunden. Man darf 
in solchen Fällen annebmen, daß die Polar isationselektronen 
am Atome haften^ und daß ihre Zahl und ihre Eigenschwingung 
bei der chemischen Bindnng der Atome erhalten bleiben. 

Wir schreiten zur Diskussion der Dispersionsformel (170). 
Wir unterscheiden dabei verschiedene Fälle. 

A) Jlg klein gegen i. Hier kommt auf der rechten Seite 
TOn (170) das mit A Yeränderiicbe Glied nicht in Betracht, 
und es ergibt sich für die linke Seite ein positiver, konstanter 
Wert. Eigenschwingungen, die sehr weit nach der ultravio- 
letten Seite bin von dem betrachteten Spektralbereich entfernt 
liegen, ergeben deomach zwar eine Brechung, aber keine Dis- 
persion; das hängt damit zusammen, daß die Trägheit der mit- 
schwingenden Teilchen nicht in Betracht kommt, wenn die 
Frequenz klein gegen die Frequenz der Eigenschwingungen ist. 

B) ilQ<>l. Die rechte Seite von (170) ist positiv nnd 
nimmt mit abnehmendem A ab. Es nimmt daher, wenn man 
sich von der roten Seite her der Wellenlänge A^ der Eigen- 
schwingung nähert, der Brechungsindes zn, d. h. es liegt der 
Fall der normalen Dispersion vor. 

C) Aj < A. Beim Durchgang durch den Wert A = A, 
wechselt die recht« Seite von (170j das Vorzeichen, sie wird 
negativ und nimmt, bei weiterem Fortschreiten zu kleinenn 
Wellenlängen, dem Betrage nach zu. Es muß demnach, nach 

Drude (s = — ä) genau, nach Lorentz und Planck ungefähr 

bei dar Wellenlänge der Eigenschwingung, «*— 1 von beti^icht- 
lichen positiven zu negativen Werten übergehen. Die Wellen- 
längen, die auf der violetten Seite der Eigenschwingung liegen, 
werden also schwächer gebrochen als die auf der roten Seite 
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liegenden. So erklärt man die anomale Dispersion. Beim 
weiteren Fortsclireiten nach der violetten Seite des Spektrums 
nimmt der Erechungsindex wieder zu, indem er dem Werte 1 
zustrebt. 

D) kfj groß gegen A. Der Wert 1 des Brediungsindex 
ist nahezu erreicht. Die Eigenschwingung beeinflußt den 
Brechungsindex überhaupt nicht mehr; es schwingen die Elek- 
tronen nicht mehr mit. 

Man wird hiernach aus der Gleichheit der Brechungs- 
indizes eines Körpers für zwei verschiedene Wellenlängen 
schließen dürfen, daß zwischen diesen beiden Wellenlängen 
keine Eigenschwingung der Elektronen liegt. Insbesondere 
wird aus der Übereinstimmung des Quadrates des Brechungs- 
exponenten für sichtbares Licht mit der Dielektrizitätskon- 
stante, die beispielsweise bei Luft und Wasserstoff festgestellt 
ist, zu schließen sein, daß im ultraroten Spektralgebtete keine 
Eigenschwingungen liegen. P. Drude, der in seiner zweiten 
Arbeit über Dispersion*) das Beobachtnngamaterial in um- 
fassender Weise vom Standpunkte der Elektronentheorie aus 
diskutiert, kommt zu dem Schlnße, daß die idtraroten Eigen- 
schwingungen den trägeren positiven Elektronen, die ultra- 
violetten den mit weit geringerer Trägheit behafteten nega- 
tiven Elektronen zuzuschreiben sind. Die Dispersion des 
Wasserstoffes wird man hiemach auf die Anwesenheit negar 
tiver Elektronen zurückzuführen suchen, deren Eigenschwing- 
ungen im "Ultravioletten liegen, und wird mit Rücksicht auf die ein- 
fache Bauart der .ffj-MoleküIe die Annahme einer einzigen schwin- 
gungsfähigen Elektronenart hier als berechtigt ansehen dürfen. 

Stellt man mit H. A. Lorentz die Settel 61*3 che n Messungen 
au Wasserstoff von 0" Celsius und Atmosphärendruek, wo n 
nur wenig größer ist als 1, durch die Formel dar: 



n'-l 



10 707 - "-"^'V-'" 



2(n— 1) 
80 ergiebt die Vei^leichung mit (170 hl für Wasserstoff 

- = 0,0739-10-*. 

7 



Zwväer *i— fc— *t Tniglnpi in «igbwes Kflipax. S ^- 



Hieraos nnd xos flTOs) läßt sich die Zahl p der Polazi- 
ntionBelektronen im ^-Moleküle berechnea 
Eb isi die Diciite eines Körpers 

wo 3f sein Molekulai^ewicht, m aber die Masse des Wasser- 
etofFatomea ist. 

Es fo^ demnacb, mit RScksicht aof Gleichung (1), 

eÄ t 



^ = 9660 4, 



und daher ans (170a) 
(170c) y 



9660 d 



£a läßt sich anf Grand dieser Gleichung das 
Produkt von Zahl p und spezifischer Ladung ij der 
negativen Elektronen aus der Eonstante y der Disper- 
■ioasformel berechnen, falls nur eine einzige Elek- 
tronenart ins Spiel kommt. Für ideale Gase speziell ist 
allgemeiu 

f- 2,24. 10*, 
so daß 

(170d) p-ij- 7,285 - y 

wird. 

Für Wasaeratoff folgt aua dem angegebenen Werte von y 

p-7}^2,m-10\ 

Da p eine ganze Zahl sein muß, so kommt man dem aus 
der Ablenkung der Kathodenstrahlen berechneten Werte von ij 
am nächsten, wenn man mit P. Drude setzt: 

(170e) p^2, ^=1,48-101 

Es sind also im .S,-MoIeküle zwei Polarisations- 
elektronen anzunehmen. 

Wir haben der Absorption des Lichtes bei Wellenlängen, 
welche den EigenBchwingungen der Polaris ationselektronea 
entsprechen, nicht Rechnung getragen. Zur Darstellung der 
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Absorption und auch zur genaueren Verfolgung der Dispursion 
durch den AbBorptiousstreifen hindurch wäre die Einführung 
von Dämpfuugsgliedem in die Schwiiigungsgleichung (168) 
notwendig. Man kann diese Einführung in verschiedener Weise 
voraehmen, entweder, indem man mit P. Drude eine der Ge- 
schwindigkeit proportionale Reibung ähnlich wie in der gewöhn- 
lichen Mechanik annimmt, oder indem man mit M. Planck 
auch hier die Dämpfungsglieder als Rückwirkung der Strahlung 
auffaßt, wobei diese der zweiten Ableitung der Geschwindig- 
keit nach der Zeit proportional werden (vgl. § 9, GL 58b). In 
beiden Fällen erklärt sich das Auftreten derselben Linien im 
Emissionsspektrum und im Absorptionsspektrum auf Grund 
der allgemeinen Sehwingungalehre; die Polarisationselektronen 
sprechen auf diejenigen Wellen an, welche mit ihren Eigen- 
schwingungen in Resonanz sind. 

Wir haben hier nar eine einzige Elektronenart und eine 
einzige Eigenschwingung angenommen. Man kann die mathe- 
matischen Entwickeinngen ohne weiteres auf den Fall beliebig 
vieler Eigenschwingungen ausdehnen, indem man jede Eigen- 
schwingung einer anderen Elektronenart zuschreibt. Es ist 
aber die Frage, ob diese Darstellung der Wirklichkeit ent- 
spricht. Dieselben ungelösten Probleme, welche uns die 
Emissionsspektra darboten (vgl. g 9), treten uns auch in der 
Theorie der Absorptionsapektren entgegen. 

§ 30. Hagnetiache Drehung der Polariaationsebene. 

In einem frilheren Abschnitte (§ 10) hatten wir von den 
Verändemngen gesprochen, welche die SpektraUinien im mag- 
netischen Felde erfahren. Im einfachsten Falle des normalen 
Zeeman -Effektes werden parallel den magnetischen Kraft- 
linien zwei zirkularpolarisierte Wellen ausgesandt; der Unter- 
schied ihrer Frequenzen ist gleich der spezifischen Ladimg der 
Elektronen, multipüziert mit der magnetischen Feldstärke 
(Gl. 60d). Diese Veränderung der Eigenschwingungen der 
Elektronen, die sich in den Emissionsspektren zeigt, kommt 
nun auch in den Absorptionsspektren zur Geltung. An Stelle 
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einer einzigen Linie des AbsorptionsspektminB treten bei Ein- 
wirkung eines der Fortpflanzungsrichtung des Lichtes parallelen 
magnetischen Feldes deren zwei, in denen die rechts- bzw. links- 
zirkulare Welle absorbiert wird. Dem direkten Zeem an -Effekt 
der Emission tritt der inverse Zeeman-Effekt der Absorp- 
tion gegenüber. Die Theorie dieser Erscheinung ist von 
W. Voigt") im AnschluBse an die Drudeache Theorie der Dis- 
persion entwickelt worden.- Die dabei sich ergebenden Einzel- 
heiten des Phänomens hat die Beobachtung vielfach bestätigt. 

Im vorigen Paragraphen haben wir gesehen, daß die Eigen- 
schwingungen der Elektronen auch außerhalb des Resonanz- 
bereiches von Einfluß sind, daß sie nämlich zu einer Dispersion 
des Lichtes Veranlassung geben. Beim Hinzutreten eines mag- 
netischen Feldes werden nun die Frequenzen der rechts- und 
linkazirkularen Eigenschwingungen der Elektronen in verschie- 
dener Weise abgeändert. Damit hängt es zusammen, daß parallel 
den magnetischen Kraftlinien die rechts- und linkszirkularen 
Komponenten des einfallenden Lichtes mit verschiedenen Ge- 
schwindigkeiten fortgepflanzt werden, und daß so eine Drehung 
der Polarisatiousebene zustande kommt. Die Theorie der 
magnetischen Drehung der Polarisationaebene wollen wir in 
diesem Paragraphen behandeln. 

Wir schließen Leitungselektronen und Magnetisierungs- 
elektronen aus. Die beiden Hauptgteichungen (Ib, IIb) des 
§ 28 ergeben dann 



(171) 



curl § = 



c et > 



11* 
c dt ' 



(nift) curie — 

dabei ist nach (166b) zu setzen 

(171h) 4srSi = <S + 4»^. 

Dieses Öleichungs System ist durch Einführung der Beziehung 
zu ergänzen, welche den Vektor $, die auf die Volumeinheit 
bezogene elektrische Polarisation, mit der elektrischen Feld- 
stärke S verknüpft. Wir haben im vorigen Paragraphen, von 
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der SdiwingungBgleichung (168) ausgehend, diese Beziehung 
abgeleitet, wobei wir indessen von einer Einwirkung magneti- 
sclier Kräfte auf die Elektronen abgesehen haben. Wir haben 
jetzt den EinÜuß eines konstanten magnetischen Feldes auf 
die Elektronen Schwingungen in Betracht zu ziehen; wir wollen 
dasselbe der ^^-Achse parallel annehmen und den Betrag der 
Feldstärke mit H bezeichnen, zum Unterschiede von der perio- 
disch veränderlichen Feldstärke § der Lichtwellen. Die DifFeren- 
tialgleichnngen, welche für die Komponenten von (> gelten, 
gehen aus den Gleichungen (59a, h, e) der Eigenschwingungen 
hervor, indem die äußeren elektrischen Kräfte in der im vorigen 
Paragraphen dargelegten Weise eingeführt werden. An Stelle 
der Gleichungen (169, 169a) treten dann die folgenden: 



(171c) 



(171d) 



^^% 



ri% 



^ + ,ff^^ + .'^.= -^^j«. + 4.(i + .)*.l. 



d'V, 



.<**. 



Jfpe'l 



-._,^r- + ,=^^.i!|-|e^+4.(i+.)*,). 



d*8 



m 



{e. + m + .)!p.)- 



Wir wollen monochromatische transversale Lichtweüen be- 
trachten, welche sich parallel den Magnetkraftlinien fortpflanzen. 
Wir suchen demgemäß die Gleichungen durch Annahme homo- 
gener ebener Wellen zu erfüllen, in denen die Feldstärken von t 
nnd z in der Weise abhängen, wie es durch den komplexen 

Faktor e ' " ' zum Ausdruck gebracht wird. Die longitu- 
dinalen Komponenten ©,, ®, und Sp^ sind dabei gleich Null zu 
setzen, und es wird, gemäß (171, 171b) 

während aoa (171a) folgt 

Durch Elimination von §j, § folgt 
(172) 4«fp, = («»-l)e,, An%^{n^-1)%, 
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welches auch immer der Polarisitionszustand der Welle 
Bein mag. 

Wir wollen nim unter n' bzw. n" die Brechongaindizes 
der rechts- bzw. liokszirknlarpoIariBierten Wellea verstehen, 
welche sich im m^netiBchen Felde fortpflanzen. 

Bei Fortpäanzung parallel der ^Achse gilt 

(172a) &, = X '■&. 

und daher 

(172b) e, = ±.e,, 9,-±i^.. 

wobei das obere Torzeichen sieh auf die rechtazirknlare , das 
untere auf die linkszirknlare Schwingung bezieht; erstere eni- 
apricht einer negativen, letztere einer positiven Drehung um 
die »-Achse. Die Einföhrui^ von (172) und (172b) in (171c) 
ei^bt 

oder 

Diese erweiterte Dispersionsgleichung bestimmt 
die Brechungsindizes und somit die Geschwindig- 
keiten der beiden den Magnetkraftlinien parallel 
fortgepflanzten zirknlarpolarisierten Wellen. Der 
Elammerausdruck auf der rechten Seite verschwindet für die- 
jenigen Frequenzen v der Lichtseh wingungen, welche den durch 
das m^netische Feld abgwnderten Frequenzen der Eigen- 
echwingungen der Elektronen entsprechen (Gl. 60b). Da wir 
indessen die Absorptionsglieder der Schwingungsgleicbungen 
gestrichen haben, so müssen wir uns ein Eingehen auf die inner- 
halb des Äbsorptionsstreifens zu beobachtenden Fortpflanzungs- 
geschwindigkeiten versagen nnd uns auf solche Schwingui^- 
zahlen beschränken, welche von denjenigen der Eigen Schwingungen 
einiger tnaßen entfernt sind. Hier bedingt der Einfloß des 
m^netischen Feldes nur eine geringe Abänderung des Brechnngs- 
index. 



§30. 



Erstes Kapitel. Ruhende Körper. 



267 



Verstehen wir unter n die gemeiaHame Geachwindigkeit 
der beiden Wellen vor Erregung des magnetischen Feldes, 
welche bestimmt ist duTch 



(173 a) 



«' — 1 



3 + * ~ inNpe 



.(^'-^'1. 



SO darf gesetzt werden 

/ ,. . d / 1 \ 1 1 , m 

Da andererseits aus (173a) folgt: 

dn d / 1 \ „ m 

Bo erhalten wir 



(173b) 



r , 1 rr"*" 

n ^n + ^^H^^, 

„ \ rrdn 



Durch die Differenz der BrechungsindizeB der rechts- nnd 
linkszirkular polarisierten Welle bestimmt sich jetzt die Drehung 
der Polaris ationsebene. Diese Ebene ist durch den magneti- 
schen Vektor § der Lichtwelle gegeben, welche durch Super- 
position zweier rechts- bzw. linkszirknlarer Wellen gleicher 
Amplitude entsteht. 

Wir können mit Rücksicht auf (172a) und(173b) schreiben: 

©I = 2 j « ^ = / + c \ "< =Ae \ ' / cos \-^—^~~), 

0^^ :^{ir('-^') -ir('-v) j _ V'('-^) sin f^"' -"'> )■ 

Wir können demgemäß den Vorgang, der durch Super- 
position der beiden zirkularpolarisierten Wellen entsteht, auf- 
fassen als eine Fortpflanzung einer geradlinig polarisierten 
Welle mit der ursprünglichen, durch den Brechungsindex n 
gekennzeichneten Geschwindigkeit, verbunden mit einer Drehung 
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der Polar isationsebene. Die Polariaationsebene, die für e = 
in die (3:^)-Ebene Bei, ist nach Durchlaufung der Strecke s 

um den Winkel 

/no \ v{n' — n")g 

(173c) <a= -^~~ 

in poBitivem Sinne um die .e-Achse gedreht. Die sogenannte 
„RotatioDskonatante" iJ, welche durch 

(174) ra = ReS 

definiert ist, fo^ aus (173b)'. 



(174a) 



B = 



Sc dv 



Da sich im vorigen Paragraphen der Diiferentialquotient 
des Er echungs index n nach der Frequenz v außerhalb des 
ÄbBorptionBstreifenH stets positiv ergeben hat, und da t; eine 
positive den Betrag der spezifischen Ladung der negativen 
Elektronen anzeigende Konstante ist, so findet die Drehang der 
Polaris ationsebene in positivem Sinne um die mit der magne- 
tischen FeldrichtuDg zusammenfallende Fortpflanzungsrichtung 
des Lichtes statt. Ea erfolgt also die Drehung der Pola- 
riaationsebene im Sinne der elektrischen Ströme, 
welche den Elektromagneten erregen. Wird der Strom 
kommutiert, so daß die Richtung des magnetischen Feldes sich 
umkehrt und nun der Fortpflanzungsrichtung entgegen gerichtet 
ist, ao kehrt sich auch der Drehsinn der Polariaationsebene 
um. Behält hingegen das magnetische Feld seine Richtung 
im Räume bei, während die Strahlrichtung durch Reflexion 
umgekehrt wird, so geht die Drehung im Räume in demselben 
Sinne weiter. 

Die obige Regel über den Drehsinn der Pol arisations ebene 
gilt natürlich nur dann, wenn die Voraussetzungen zutreffen, 
aus der wir sie abgeleitet haben, d, h, wenn die magnetische 
Drehung wirklich auf die Schwingungen der negativen Elek- 
tronen allein ziu-ückzuf (ihren ist, und wenn Magnetisierungs- 
elektronen ausgeschlossen sind. Bei ferromagnetischen Körpern, 
z. ß. bei Lösungen von Eisensalzen, gilt sie nicht immer. 
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EbenaoweDig dürfte sie zoti-effen, wenn die ultraroten Eigen- 
schwingungen der poBitiTen Elektronen für die Drehung wesent- 
lich in Betracht kämen, was aUerdinga infolge ihrer geringen 
spezifischen Ladung kaum anzunehmen ist. 
Wir können (174a) auch schreiben 



(174b} 






Ist die Dispersionskurve gegeben, so kann hieraus die 
magnetische Drehung und ihre Abhängigkeit von der Wellen- 
länge ermittelt werden. Auf diesen Zusammenhang hat 
H. Becquerel*} hingewiesen; er besteht in manchen Fällen wirk- 
lidi, wie er sich denn auch aus der allgemeineren Theorie von 
W. Voigt") für den speziellen Fall eines einzigen Absorptioos- 
streifens ergibt. Die von der Elektronentheorie geforderte Be- 
deutung der multiplikativen Konstanten der Formel (174h) ge- 
stattet es, aus der beobachteten magnetischen Drehung die 
spezifische Ladung der schwingenden Elektronen zu berechnen. 
So findet L. H. Siertsema") z. B. für Wasserstoff den Wert 
(174c) Tj = 1,77 ■ 10\ 

welcher mit den ans der Äblenkharkeit der Kathodenstrahlen 
und Becquerelstrahlen und aus dem Zeeman-Eftekt ermittelten 
Werten der spezifischen Ladung noch besser stimmt als der 
im TOrigen Paragraphen aus der Dispersion des Waaserstofles 
abgeleitete Wert, Für die anderen untersuchten Körper erhält 
allerdings Siertsema durchweg kleinere Werte von ij. 



P 



§ 31. UagnetiBierung. 

Wie die Elektronentheorie die Beziehungen, welche zwischen 
der elektrischen Polarisation $ und der elektrischen Feld- 
stärke ® besteheUj durch geeignete Annahmen über die Eigen- 
schaften der Polaris ationselektronen zu veranschaulichen sucht, 
so muß sie bestrebt sein, die zwischen der Magnetisierung SB 
und der magnetischen Feldstärke § obwaltenden Beziehungen 
auf die Mitwirkung der Magnetisierimgselektronen zurückzu- 
führeiL Diese Magnetisierungselektronen Bind nahe verwandt 
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den Mo! ekalar strömen, durch welche Ampere und Weber die 
magnetisclien Eigenschaften der Körper zu erklären suchen. 
Ob wirklich der Paramagnetianma und der Diamaguetiamus 
sich auf umlaufende oder rotierende Elektronen zurückführen 
läßt, ist von W. Voigt*^) und P. Langevin") untersucht worden. 

W. Weber hat den DiamagnetiamuB auf die Molekularströme 
zurückgeführt, welche beim Entstehen eines magnetischen 
Feldes in wider standalosen Bahnen induziert werden sollen. 
Dem entaprechen nach P. Langevin die Umlaufsbewegungen 
der Elektronen, welche im Innern der Moleküle beim Entstehen 
magnetischer Felder erregt werden; dieaelben ergeben stets 
eine diamagne tische Erregung. Größere Schwierigkeiten bietet 
die Erklärung des Paramagnetismua; hier sind die Stöße und 
die sonstigen Wechselwirkungen der Moleküle heranzuziehen, 
und es ist die mittlere Orientierung der Magnetisiemngselek- 
tronen in einem gegebenen Felde nach den Methoden der Kine- 
tik zu behandeln; für diese Auffassung spricht der Umstand, 
daß, speziell für Gase, der Paramagnetismus von der Tempe- 
ratur abhängt, im Gegensatz zu dem von der Temperatur nicht 
beeinflußten Diamagnetismus. 

Zur Deutung mancher magnetooptischer Erscheinungen 
reicht die Einführung der Polarisationselektronen aus, wie wir 
im vorigen Paragraphen dargelegt haben. Gewisae magneto- 
optische Eigenschaften der ferromagnetischen Körper indessen, 
insbesondere diejenigen, welche der Magnetisierung parallel 
gehen, erfordern die Heranziehung der Magnetisierungselektronen, 
Was das Verständnis des Ferromagnetismus überhaupt anbelangt, 
so hat die Elektronenhypothese bisher leider keine Erfolge zu 
verzeichnen. Wir sind noch weit davon entfernt, die Anoma- 
lien der ferromagnetischen Körper vom Staudpunkte der Elek- 
tronentheorie aus deuten zu können. 



§ 32. Elektrische Leitung. 

Nach der Elektronentheorie beruht die Eigenschaft ge- 
wisser Körper, den elektriachen Strom zu leiten, auf der An- 
wesenheit von „Leitungselektronen", d. h. von elektrischen 
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Teilchen, welche Tinter der Einwirkung elektrischer Felder 
über größere Strecken hin wandern. Diese Elektronen können 
mit der MaBse materieller Atome beladen sein wie bei Elektro- 
lyten, oder sie können frei, d. h. nur mit der ihnen eigenen, 
elektromagnetischen Masse behaftet sein. Qerade in den besten 
Leitern, den Metallen, wird man freie Elektronen ab Strom- 
träger anzunehmen haben. Wie wir bereits mehrfach erwähnt 
haben, sind von E. Riecke**) und insbesondere von P. Drude*) 
Vorstellungen über die Bewegung der Elektronen im Metalle 
entwickelt worden, welche der kinetischen Theorie der Gase 
nachgebildet sind. Fehlen äußere elektrische Kräfte, so sollen 
die Elektronen sich regellos bewegen, ähnlich wie die Moleküle 
eines Gases; die mittlere lebendige Kraft eines Elektrons soll 
gleich derjenigen sein, welche einem Gasmoleküle bei der 
gleichen Temperatnr zukommt. Wir bezeichnen mit a die 
mittlere lebendige Kraft eines Moleküls oder Elektrons bei 
der absoluten Temperatur ff=l (Boltzmann-Drudeache 
Konstante) nnd setzen 

Die Elektronen sollen Zickzack bahnen beschreiben; der 
Stoß, durch den die Bewegungarichtung geändert wird, kann 
entweder zwischen den Elektronen selbst erfolgen oder an 
den neutralen Molekülen, welche gewissermaßen das feste Ge- 
rüst des Metall es bilden. 

Welches wird non der Einfluß eines elektrischen Feldes 
sein? Es wird die unregelmäßige Wärmebewegung der Elek- 
tronen ein wenig abgeändert werden, so daß im Mittel die- 
jenige BewegungsrichtuDg überwiegt, nach der die Elektronen 
durch das Feld getrieben werden. Es sei Bj die mittlere Ge- 
schwindigkeit der betreffenden Elektronen gruppe, l^ die mittlere 
freie Weglänge; beim Durchlaufen der freien Weglänge ?, wird 
das elektrische Feld 6 einem Elektron von der Geschwindig- 
keit D, die zusätzliche Geschwindigkeit erteilen 
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Der Mittelwert dieser Geachwindigkeit ist 






2m, D,'- 



Die Multiplikation mit der Ladimg e^ und der auf die 
Volunieinheit bezogenen Zahl N^ ergibt als Änteü der Elek- 
tronen der betreffenden Gruppe zur Stromdichte: 

■wenn man von den strengen, das MaiwellBche Geschwindigkeits- 
Terteiluugsgeaetz bertlcksichtigenden Methoden der Mittelwerts- 
bildung absieht. Durch Summierung der Anteile der ve 
flchiedenen Gruppen folgt die Stromdichte 

Dieselbe ist der Feldstärke proportional, d. h. es gilt 
das Ohmsche Gesetz so lange, als die zusätzliche, durch das 
elektrische Feld erteilte Geschwindigkeit der Elektronen klein 
gegen die mittlere Geschwindigkeit der Wärmebewegung ist; 
unter dieser der obigen Ableitung zugrunde Hegenden Voraus- 
setzung erhält Drude für die Leitfähigkeit den konstanten Wert 

^-;^{^'^^h\r>^\ + e,'N,kK\ + ■■■]. 

Die einfachste Annahme wäre die, daß in den Metallen nur 
eine Sorte freier, und zwar negativer Elektronen den Strom 
transportiert. Doch fragt es sich, ob auf Grund dieser An- 
nahme die therm oelektriachen und sonstigen Eigenschaften der 
MetaUe sich befriedigend erklären lassen. 

In Gasen sind die Vorgänge, welche die elektrische Leitung 
begleiten, weit verwickelter als in Metallen. Die freie Weg- 
länge der Elektronen ist hier größer, so daß die durch das 
elektrische Feld erteilte Geschwindigkeit keineswegs immer 
klein gegen diejenige der regeUoaen Wärmebewegung ist. So 
erklären sich die Abweichungen vom Ohmachen Gesetze, welche 
bei Gasen oft in recht augenfälliger Weise hervortreten. Auch 
lagern sich den freien Elektronen neutrale Moleküle in wech- 
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selnder Anzahl an, wie in § 1 erwähnt wurde. Dort haben 
wir die für die allgemeine Theorie der Elektrizität bedeotungs- 
voUen Ergebnisse der neueren Unters nchungen über Gaaionen 
bereits kennen gelernt. 

§ 33. Das elektromagnetische Feld hochfrequenter Ströme 
m linearen Leitern. 

Wir hatten bereits in dem einleitenden Kapitel dieses 
Bandes (§ 8) allgemeine Sätze über die Fortpflanzung elektro- 
magnetischer Störungen kennen gelernt. Wir waren dabei aus- 
gegangen von den Feldgleichungen (I bis IV) der Elektronen- 
theorie und hatten diese mit Hufe der elektromagnetischen 
Potentiale, und noch übersichtlicher mit Hilfe des Hertzschen 
Vektors 3, gelost. War die Dichte des KonvektioEsstroines 
der Elektronen gegeben, so ließ sieb auf Grund von (47, 
48c, d, 51 d) das elektromagnetische Feld der bewegten Elek- 
tronen ermitteln. 

In der Bezeichnunga weise, deren wir una jetzt bedienen, 
werden die elektromagnetischen Vektoren der von den einzelnen 
Elektronen erregten Felder durch t, tf vorgestellt. Aus den 
Feldgleicbungen (I bis IV) der Elektronentbeorie haben wir 
in § 28 durch Mittelwertsbildung die Differentialgleichungen 
(la bis IVa) abgeleitet; dieselben verknüpfen die Mittelwerte t, 5 
mit den Mittelwerten der Dichten der Elektrizität und des 
Konvektions ström es genau so, wie durch die ursprünglichen 
Gleichungen (I bis IV) die Vektoren t und ij mit den Dichten 
selbst verknüpft waren. Wir können also dasjenige, was wir 
aus diesen Peldgleichnngeii ableiteten, ohne weiteres auf die 
durch Mittelwertsbildung entstandenen Gleichungen (la bis IVa) 
übertragen. Erinnern wir uns femer, daß wir, um zur Über- 
einstimmung mit den Hanptgleichungen der MaxweRschen 
Theorie (Ib bis IVb) zu gelangen, durch (166) und (166a) 
( mit S, § mit © identifiziert haben, ao erhalten wir 

,3S 



(176) 
(176) 



» = curl 



di 



l = et. 



-eo = Vdiy3-^^',?. 



Ahruliam, Thearle der ElHkMlität. U. S. Aufl. 
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Dabei ist Sj, die Feldstärke des anfänglichen elektro- 
stati seilen Feldes. Es bestimmen sich die elektrische Feld- 
stärke 6 und die magnetische Induktion © zu einer beliebigen 
Zeit, wenji der Hertzsche Vektor bekannt ist. Dieser aber 
berechnet sich aus den (47) und (51d) entsprechenden Be- 
ziehungen 



(177) 



(178) 



q --Jtdl=fQOdt, 



s 



■r-: 



Als Mittelwert der elektrischen Stromdichte in ruhenden 
Körpern ist dabei der in (165 a) angegebene Ausdruck ein- 
zutragen: 
(179) ^ = i ^- U -I- ccurliW, 

C fr 

der zusammengesetzt ist aus den von den Leitungselektronen, 
den Polar iaationselekfcronen und den Magnetiaierungselektronen 
herrührenden Stromanteilen. Von jedem Volumelemente des 
Raumes, in welchem daa Zeitintegral (177) dieses Vektors von 
NnU verschieden ist, wird ein Beitrag zum Hertzschen Vektor 
beigesteuert; derselbe eilt mit Lichtgeschwindigkeit nach dem 
Aufpunkte bin, wobei sein Betrag sieb in einem, dem zurück- 
gelegten Latenswege umgekehrt proportionalen Maße verringert. 

Es braucht kaum bemerkt zu werden, daß die Beziehungen 
(175) bis (179) sich unmittelbar auf dem in §8 eingeschlagenen 
Wege auch aus den Hauptgleiehungen (Ib bis IVb) der Max- 
wellschen Theorie hätten herleiten lassen, von deren Identität 
mit den Gleichungen (la bis IVa) wir uns ja in § 28 über- 
zeugt haben. In der Tat sind die physikalischen Vorauasetz'- 
ungen, auf denen die Ent Wickelungen dieses Paragraphen und 
des nächstfolgenden beruhen, von den besonderen Vorstellungen 
der Elektronentbeorie unabhängig. 

Wir waren bei der Darlegung der Theorie der elektrischen 
Schwingungen im ersten Baude dieses Werkes auf die Strahlung 
eines Stromsjstems nicht eingegangen; wir hatten versprochen, 
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im zweiten Bande diese Lücke auszufüllen. Die allgemeinen 
Sätze über die Ausbreitung elefctromagnetiseber Störungen, die 
uns in der Mechanik der Elektronen von so großem Nutzen 
waren, gestatten es uhb, jenes Versprechen zu ei-fiillen und 
nunmebr jene für die drahtlose Telegraphie fundamentalen 
Fragen zu erledigen. 

Wir denken uns ein System elektrischer Schwingunga- 
kreiae; dasselbe sei von beliebigen, polarisierbaren und m^neti- 
aierbaren Körpern umgeben. Ea werde, etwa durch den elek- 
trischen Funken, plötzlich ein Schwingungsvorgang ausgelöst. 
Welches elektromagnetische Feld wird erregt? 

Die Gleichungen (175) bia (179) bestinunen die Vek- 
toren ® und 8 des gesuchten B'eldes. Freilich bedürfen wir 
zur Berechnung von q der Kenntnis nicht nur des Leitungs- 
Stromes, sondern auch der Magnetisierung und des an der 
Materie haftenden Anteiles des Verschieb ungsatromes. Meist 
werden wir die Stromverteilung in den Leiterkreisen sowie die 
elektrische Polarisation und die Ma^etiaierung der umgebenden 
Isolatoren nicht von vornherein kennen; wir werden vielmehr 
meist diese selbst als Unbekannte anzusehen haben, die sieb 
erst nachträglich aus der Kenntnis des Feldes ergeben. Unter 
diesen Umständen reichen jene Gleichungen zur Lösung der 
gestellten Aufgabe nicht aus. 

Wir können indessen die Gleichungen (175) bia (179) 
verwerten, wenn wir die Problemstellung passend spezialisieren. 
Wir wollen annehmen, daß die Schwingungskreise sich im 
leeren Räume befinden oder, was praktisch auf dasselbe her- 
auskommt, im Lufbraume; alsdann fallen die von der Polari- 
sation und der Magnetisierung der Körper herrührenden Strom- 
anteile fort, es bleibt mii der Leitungsstrom übrig. Dieser 
soU nun in linearen Leitern fließen, d. h. in Drähten, deren 
Querschnittsabmesaungen klein sind, sowohl gegen die Länge 
der Drähte als auch gegen die Wellenlänge der in den Baum 
entsandten elektromagnetischen Wellen. Handelt es aich dann 
um die Bestimmung des elektromagnetischen Feldes in Auf- 
punkten, deren Entfernung von den Leitern groß gegen deren 
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Quer sehn ittsabmeBsungen ist, so kommt es auf die Verteilung 
dea Stromes J über dea Querscimitt des Leiters nicht an. Es 
kann, wenn dv das Volumen eines zylindrischen Leiterstückes 
nnd di ein Element seiner Leitlinie bezeichnet, gemäß (ll?) ge- 
setzt werden 



oder 



dabei ist 



(180) 



I i 

qdi) — fxdvdt = di fjdt 



t\dv = qdS; 



= fjdt 



die seit Beginn des Schwingungsvoi^anges durch den be- 
treffenden Querschnitt hindurch geströmte Elektrizitätsmenge. 
Es folgt dami aus (178J 

(180a) a- /"--[«!. r= fdi^'-'-'''^ 



8-J^i'i.-r> 



als Wert des Hertzachen Vektors in einem Aufpunkte, dessen 
Entfernung r von den stromdurchfloasenen Drähten groß gegen 
die QueraehnittsabmesBungen ist; dieser Wert stellt sich dar 
als ein längs der Leitlinien nUer stromdurchflosaenen linearen 
Leiter erstrecktes Integral, und zwar hängt der von den Strom- 
elementen beigesteuerte Beitrag von dem Werte von q ab, 

welcher in einem um die Latenszeit ~ zurückliegenden Augen- ^ 

blick die bis dahin durchgeatrömte Elektrizitätsmenge angab. 
Wir erhalten übrigens ans (48a) und (180, 180a) für das 
elektromagnetische Vektorpotential den Ausdruck 



(180b) 



a 







Diese Formel können wir der Formel (168a) in Bd. I, 
S. 227 an die Seite stellen, welche das Vektorpotential eines 
stationären Stromes in einem linearen Leiter bestimmt. Wir 
haben hier ju gleich 1 gesetzt, weil wir von dem Felde im 
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leeren Räume reden, wo eurHl sowohl gleich © wie § ist. 
Der wesentliche Unterschied der beiden Formeln jedoch liegt 
darin, daß dort die jeweilige Stromstärke in Rechnung gezogen 
wurde, während hier die endliche Ausbreitungageschwiridigkeit 
der Ton den Stromeleraenten ausgehenden Wirkungen berück- 
sichtigt ist. Auch durfte dort, weil ein stationärer Strom steta 
ein geschlossener Strom ist, welcher durch alle Querschnitte 
dieselbe Elektrizitätsmenge führt, J vor das Integralzeichen 
gesetzt werden. Das ist hier nicht ohne weiteres erlaubt; ein 
nicht stationärer Strom kann durch verschiedene Quersehnitte 
eines Leiters verschiedene Elektrizitäts mengen transportieren, 
wobei eine Anhäufung von Elektrizität an der Oberfläche des 
Drahtes stattfindet. Der nicht stationäre Strom braucht auch 
keineswegs ein geschlossener zu sein. Wir können uns etwa 
die Enden des Leitungsdrahtes in die einander gegenüber- 
liegenden Platten eines Kondensators mündend vorBtellen oder 
auch frei endigend. In jedem Falle kann das magnetische Feld 
aus (180b) ermittelt werden. Wir erhalten aus dieser Formel 
ein Urteil über den Gültigkeitsbereich der Theorie des qnasi- 
stationären Stromes (Bd. 1, Abscbn III, Kap. 2), welche auf der 
Formel (Bd. I, 168a) beruht, und werden befähigt, die Theorie 
auf hochfrequente Ströme in linearen Leitern anzuwenden, die 
weder als quasi stationär noch als geschlossen gelten können. 
Bei schnellen Schwingungen ist das magnetische Feld unzer- 
trennlich mit dem elektrischen verknüpft, wie ja auch an Stelle 
des skalaren elektrostatischen Potentiales bzw". de.s magnetischen 
Vektorpotentialea die beiden elektromngnetisehen Potentiale 
treten, die sich aus dem Hertzschen Vektor ableiten (vgl. 48a, b). 
Auf Grund von (ISOa) bestimmen wir durch die 
Gleichungen 

(181) ^ = curl^, 



(181a) 



(?-e„ = vdiv3^^J| 



das Feld der elektromagnetischen Störung im Luft- 
räume, welche von schnellen elektrischen Schwin- 
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gangen in linearen Leitern erregt wird. Insbesondere 
beherredlien wir so die Theorie der entsandten Wellen, 
die in der drahtlosen Telegraphie zur Übertragung 
der Signale verwandt werden. 

Wir wenden die allgemeinen Ansätze auf einen Schwingungs- 
kreis an, dessen Abmessnngen klein gegen die Wellen- 
länge der entsandten Wellen sind. Dieser Bedingung genügt 
die in Bd. I, § 72 bebandelte Anordnung: Ein Kondeiaator, 
dessen Platten durch einen Leitungsdiabt verbunden sind. Hier 
kann der Strom als quasi stationär betrachtet werden, falls die 
Kapazität der Leitung gegen diejenige des Kondensators ver- 
schwindet, und es hat die Stromstärke J und deren Zeitintegral 
g flir alle Querschnitte der Leitung den gleichen Betrag. Ver- 
stehen wir unter e die jeweilige Ladung derjenigen Konden- 
aatorplatte, in welcher die Leitung endigt, so gilt nach (180) 



(182) 



q~ f Jdt = € — €j^. 



I 



Dabei ist e^ die anfängliche Ladung jener Kondensator- 
platte; die jeweilige und die anfängliche Ladung der ihr gegen- 
überstehenden Platte, in welcher die Leitung beginnt, sind — e, 

bzw. — 6(1. 

Wir denken uns einen Aufpunkt, dessen Entfernung von 
dem Sehwingungskreise groß gegen die AbmesBungen des Kreises 
ist. Die Entfernung braucht darum noch nicht groß gegen 
die Wellenlänge zu sein. Die Entfernung r dieses Aufpunktes 
von den einzelnen Punkten der Drahtieitung ist merklich die 
gleiche; es kann daher in (180a) diese Entfernung vor das 
Integralzeichen gesetzt werden. Dasselbe gilt von q(l — r); 
denn es sollen die Abmessungen des Kreises, und demnach die 
Differenzen der Latenswege, klein gegen die Wellenlänge sein, 
die Sehwingungsphasen sind mithin für alle Punkte der Leitung 
zur Zeit des Entsendens merklich die gleichen. Wir erhalten 



(182 a) 



3 



q(l- 
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Die hier eingehende Vektorsamme aller Elemente des 
linearen Leiters kann, gemäß den allgemeinen Regeln der 
Vektoraddition, durch einen einzigen Vektor ersetzt werden, 
welcher direkt von dem Anfangspunkt der Leitung zu ihrem 
Endpunkt« führt. 

Verstehen wir unter p das Moment des Dipols, welcher 
durch zwei in diesen Punkten betlndliche Ladungen + e ge- 
bildet wird, 80 können wir schreiben 

r 



(182 b) 



3 = 



Das ursprüngliche elektrostatische Feld der Ladungen J; e^ 
wir^ gemäß Bd. I, Gl. (81), Ö. 66 gegeben durch: 

e„ = -vy, 9> = -(iioV4) = -diy('';). 

Es folgt demnach aus (181, 181a) für das elektromagne- 
tische Feld des Schwing ungskreises 

(182c) @ = curl/,(fc^), 

(i82d) e=vdiv('-^^VÄ!*-^T 

Lassen wir endlich die e-Achae mit der Achse des Dipols 
zusammenfallen, so erkennen wir, daß die erhaltenen Formebi 
durchaus identisch sind mit den Formeln (53, 53a, b) des § 9. 
Dort wird der periodische Wechsel des elektrischen Momentes 
des Dipols durch die Schwingungen eines Elektrons veranlaßt, 
hier durch den quasistationären Leitungastrom in dem Drahte, 
welcher die Kondensatorplatten verbindet. In Entfernungen, 
die groß sind gegen die Abmessungen des Systemes, kommt 
es, wie wir sehen, nicht auf die Konfiguration des Systemes 
im einzelnen, sondern nur auf das resultierende Moment an. 
Wir können die Formeln (53c,d), durch welche wir dort das 
Feld darstellten, ohne weiteres auf den vorliegenden Fall über- 
tragen. Zusammenfassend können wir sagen: Das elektro- 
magnetische Feld des quaaistationären Stromes in 
einem linearen Leiter, welcher die Platten eines Luft- 
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kondensators verbindet, läßt sich in Entfernungen, 
die groß gegen die Abmessungen dea Leiters sind, er- 
setzen durcb das Feld eines Dipols, dessen Achse 
der vom Anfangepunkt der Leitung direkt zum End- 
punkt gezogene Fahrstrabi und dessen Ladungen die 
Ladungen j^e der Kondensatorplatteu sind. 

Wir dürfen unsere Formeln nur auf einen Luftkondensator 
anwenden, weil wir bei der Berechnung des Hertzschen Vektors 
in (179) nur den Leitung 8 ström berücksichtigt hatten, abur 
nicht die von der Polarisation und der Magnetisierung der 
umgebenden Körper herrührenden Stromanteile. Wie ändern 
sich die Ergebnisse unserer Betrachtungen, wenn man an 
Stelle des Luftkondenaators einen Kondensator setzt, der mit 
einem dielektrischen Körper gefüllt ist? Dann ist der an der 



Materie haftende Bruchteil 



E— I 



des Verschiehungsstromes dem 



Lei tun gs ströme hinzuzufügen. Die elektrische Verschiebung 
ist nun von der mit der Ladung +e versehenen Platte durch 
das Dielektrikum nach der mit der Ladung — e versehenen 
gerichtet. Der Verschieb ungestrom ergänzt den Leitungsstrom 
im Drahte zu einer geschlossenen Strömung, er ist dem Strom- 
elemente, das von der Ladung — e nach + e geht, und welches 
den Leitungsstrom hinsichtlich der Femwirkung ersetzt, ent- 
gegen gerichtet. Würde der gesamte Verschiebungsstrom in 
Rechnung zu setzen sein, so würde seine Femwirkung die- 
jenige des Leitungsstromes gerade aufheben. Da aber nur der 

Bruchteil 1 in Rechnung zu ziehen ist, so wird die Fem- 

wirkuug nicht aufgehoben, sondern nur im Verhältnis 1 : £ ver- 
ringert. Wir können das Ergebnis auch so ausdrücken: Ist 
der Raum zwischen den Kondensatorplatten mit einer 
dielektrischen Substanz erfüllt, so ist für die Fern- 
wirkung das Moment der freien Ladungen der Kon- 
densatorbelegungen maßgebend. 

Für die drahtlose Telegraphie ist die Kenntnis der Feld- 
stärken in der Wellenzone von Wichtigkeit; diese bildet sich 
in Entfernungen vom Schwingungskreis, die groß gegen die 
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P 



Wellenlänge sind. Die Feldstärken des Dipols werden hier 
durch (54) gegeben; sie sind am größten in Richtnngen senk- 
recht zur Achse des Dipols. Hier wird 



1^1 r \dl'h-r 



Die elektrische Feldstärke ist dabei parallel, die magne- 
tische senkrecht znr Achse des Dipols gerichtet. Ist d dar 
Abstand der Kondensator platten, d. h. der Abstand der einander 
gegenüberliegenden Enden der Leitung, so wird speziell für 
einfach harmonische Schwingungen von der Schwingungazahl v 
(in 2;r Sekunden) 



(182e) 



ISI 



!§| = 



ed 
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Die Wellenamplitude ist proportional derLadunga- 
amplitude und dem Abstand der Eondensatorplatten 
sowie dem Quadrate der Schwingungazahl, umgekehrt 
proportional der Dielektrizitätskonstanten und der 
Entfernung. 

Man könnte nun daran denken, die Reichweite der funkeu- 
telegraphiachen Signale dadurch zu vergrößern, daß man die 
Kapazität des Kondensators steigerte; denn die Ladungsamplitude 
e ist ja gleich dem Produkte aus der Spannungaamplitude, welche 
durch die Schlagweite der Funkenstrecke bestimmt ist, und 
aus der Kapazität. Nun ist aber, wie aus der Formel (Bd. I, 
Gl. 192 c, S. 291) hervorgeht, bei gegebener Selbstinduktion der 
Leitung r* umgekehrt proportional der Kapazität K des Kon- 
densators. Vergrößert man die Kapazität, indem man d und e 
konstant Imlt, d. h. indem man die Fläche der Kondensator- 
platten vergrößert, so bleibt trotz der Vergrößerung der 
Ladungsaraplitude die Wellenamplitude die gleiche. Erreicht 
man jedoch die Steigerung der Kapazität durch Verringerung 
des Plattenabstandes d oder durch Wahl eines Isolators von 
größerer Dielektrizitätskonstante e, so verkleinert man sogar 
die Amplitude der entsandten Wellen. Der Vergrößerung der 
im Schwingnnga kreise aufgespeicherten Energie entspricht mit- 
hin keineswegs eine Steigerung der ausgestrahlten Energie. 
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Überhaupt ist die Verwendung nahezu geschlossener Kreise 
und quasi stationiirer Ströme für die Zwecke der drahtlosen 
Telegraphie nicht günstig. Bei einer aolchen Anordnung zer- 
stören sich, wie wir gesehen haben, die Beiträge der einzehien 
Stromelemente fast vollständig, während im Gegenteil eine 
Verstärkung der von den einzelnen Stromelementen herrührenden 
Wellen anzustreben ist. Das Zuaamnienwirfeen der Wellen 
aUer Stromelemente wird erreicht bei den geradlinigen Sen- 
deantennen, die man in der di'ahtlosen Telegraphie verwendet. 
Mit ihrer Theorie wird sieh der nächste Paragraph beschäftigen. 

Wir wollen, um Mißverständnisse auszuschließen, nochmals 
betonen, daß die in den Gleichungen (182, 182 a) vor- 
genommene Spezialisierung nur dann erlaubt ist, wenn die 
Abmessungen des nahezu geschlossenen Kreises klein gegen 
die Wellenlänge sind: nur in diesem Falle setzen sich die von 
den einzelnen Stromelementen erregten Wellen zu einer einzigen 
Welle zusammen, welche von der Lücke der Leitung auszugehen 
scheint. Hat man es hingegen mit einem nahezu geschlossenen 
Kreise zu tun, dessen Äbmessungea nicht klein gegen die 
Wellenlänge sind (z. B. einem Hertzsehen Resonator ohne ein- 
geschaltete Kapazität), so hat man den Hertzschen Vektor ans 
den allgemeineren Gleichungen (180, 180a) zu berechnen. Die 
Stromstärke J und ihr Zeitintegral ^ haben hier keineswegs 
fQr alle Querschnitte den gleichen Wert, da die Kapazität der 
Leitung nicht zu vernachlässigen ist. Auch haben die Bei- 
träge, die, von verschiedenen Stronielemeuten des Kreises ent- 
sandt, gleichzeitig in einem entfernten Anfpunkte eintreffen, 
in diesem Falle Latenswege zurückgelegt, deren Differenzen von 
der Ordnung der Wellenlänge sind; es sind demnach für die 
einzelnen Stromelemente verschiedene Schwingungsphasen in 
Betracht zu ziehen. Aus diesen Gründen ist es nicht gestattet, die 
Femwirkung eines geschlossenen Schwingungskreises allgemein 
gleich Null zu setzen und die Femwirkung einer imgesehlusfienen 
Leitung stets von den Enden ausgehen zu lassen. Im all- 
gemeinen geht die Strahlung keineswegs von den 
Enden der Leitung, sondern von allen Stromelementen 
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der Leitung aus. Auch ein geBchloBsener Kreis ent- 
sendet dater im allgemeinen, wenn er von schnell 
wechselndem Strom dnrchflosaen ist, elektromagne- 
tische Wellen. Nur dann, wenn seine Abmessungen klein 
gegen die Wellenlänge sind, wird die Vektorsumme aller Strom- 
elemente gleich Null; aus diesem Grunde, und weil dieselbe 
Schwingungsphase für alle Stromelemente in Betracht kommt, 
verschwindet das Feld in entfernten Äufpunkten, und somit 
die Strahlung des geschloaaeaen Kreises. 

§ 34. Die Strahlung von Sendedrähten. 

Wir denken uns einen geradlinigen Draht, von der Länge 2h, 
frei im Räume befindlich. Es mögen, etwa durch den elek- 
trischen Funken, die elektrischen Eigenschwingungen dieses 
Drahtes erregt sein. Wir nehmen an, daß für die Fortpflanzung 
von Drahtwellen längs eines Einzeldrahtes, wenigstens an- 
genähert, dieselben Gesetze gelten, die wir für zwei Parallel- 
di-ähte bewiesen haben (Bd. I, g§ 79, 81, 82), d. h. daß die Ge- 
schwindigkeit der Fortpflanzung längs der Leitung der Ge- 
schwindigkeit c gleich ist, mit welcher die Wellen sich im 
Räume ausbreiten, und daß am freien Ende eine einfache Re- 
flexion der Stromwelle stattfindet. Treffen diese Vorauasetnungen 
zu, so werden sieh atehende Wellen längs des Drahtea aus- 
bilden, die an den freien Enden Stromknoten besitzeu, während 
die etwa sonst noch vorhandenen Stromknoten in Abständen 
von je einer halben Wellenlänge aufeinander folgen. Dem ent- 
spricht der Ansatz 
(183) / = d ■ sin {vi} ■ C08 (^ , 

falls n eine ungerade ganze Zahl und 



(183a) 



vh IC 

-- = « -- 
c 2 



ist. Die hierdurch dargestellten un geradzahligen Eigenschwin- 
gimgen besitzen in der Mitte des Drahtes, bei £ = 0, ein 
Maximum des Stromes; die Konstante a gibt die Stromampli- 
tude daselbst an. Stromknoten liegen bei 
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(ISSb) 



5-±" 



WO m < fi 



eine ungerade ganze Zahl ist Die durch h = 1 gegebene 
Grondscliwiiigiiiig hat nur zwei Stromknoten, und zwar aa den 
Drahtenden: ihre WellenJänge ist 



(183 c) 






■ih, 



d. b. sie ist gleich der doppelten Diahtlänge, während Mr die 
Oberach wingungen die Drahtlänge 2h eis gaczzabligee Yiel- 
Caches der halben Wellenlänge ist, wie die Gleichung 

(183d) x^-^'--^ 

besi^ Die durch (183b) bestimmten » + 1 Stromknoten 
teilen den Draht in n Strecken, deren jede einer halben Wellen- 
länge gleich ist. Von den geradzahligen Eigenschwingungen, 
welche in der Mitte einen Stromknoten besitzen, sehen wir 
hier ab. 

Inwiefern die theoretischen Voraussetzungen des Ansatzes 
(183) zutreffen, mag zunächst imerörtert bteibeo. Wir denken 
uns diese StromTerteilung experimentell festgestellt. Die Grund* 
formel (180 a) bestimmt dann den Hertzschen Vektor und 
somit die Femwirkung des Drahtes. Aus der durch (180) 
bestimmten Größe 



3 = i; oos(- 



(^)(l-cos(.0) 



folgt nach (180a) als .^-Komponente des Hertzschen Vektors 

(184) a=;/¥-C5-(i-cos^(i-r)). 



-* 



Die beiden anderen Komponenten von 3 verschwinden. 
Auf Grund von (181, 181a) bestimmt sich hieraus das elektro- 
magnetische Feld in Entfernungen, die groß gegen die Ab- 
mesaungeu des Drahtqueracbnittes sind. Der von l ^ et im- 
abhängige Teil des Ausdruckes (184) rührt von der anfang- 
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liehen LadirngsverteÜung her und ergibt deren elektrostatisches 
Feld ^ij. Uns interessiert nur das periodisch wechsehide Feld 
der Schwingung; wir setzen daher für die Hertzsche Funktion 



(184a) 3.= -./^„„.(^^„„,(^^ 



und erhalten aus (181, 181 a) die Komponenten der Feldstärken: 
(184 b) §, 



■ Sy~3V 



6 --^"Si 



(184 c) 



313, 

' dxdz' 

S'3. 

dl* ' 



^y 8y8e' 
8'S. 

dt'" ' 



Wir wollen diese Ausdrücke zur Ermittelung der vom 
Drahte ausgesandten elektromagnetischen Wellen verwerten. 
Wir wählen einen Äufpunkt, dessen Entfernung »■(, vom Mittel- 
punkte des Drahtes groß sowohl gegen die Wellenlänge als 
auch gegen die Drahtlänge ist. Im Xenner des Integrauden 
in (184a) kann dann r durch rp ersetzt werden, hingegen im 
Argumente des im Zähler auftretenden Kosinus ist zu setzen 



oder 
(185) 



r-ro— gcos*o, 



r = ro— g«, M — eos.&o, 



wobei ■&0 den Winket anzeigt, welchen der vom Drahtmittel- 
punkte nach dem Aufpunkte bin gezogene Fahrstrahl tp mit 
der Drahtachse einschließt. Die Unterschiede der Latenäwege 
der von verschiedenen Punkten des Sendedrahtes entsandten 
und gleichzeitig im Aufpunkte eintreffenden Weilen kommen 
hier wesentlich in Betracht. 
Wir erhalten 

(185a) 3.= _^y'd£cos(^^ cos [^(J - r,) +^-^]. 
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Nun ist offenbar 



/«"■©"»("') = ''. 



infolge ron (183a) ergibt femer eine einfache Rechnung 

-I, 

Demcacb erhalten wir als Wert der HertzBchen Funk- 
tion des Sendedrabtea in der Wellenzone: 

/vi vr,\ /nit \ 

OOfl (~ -\ COB 1-,-«) 

(185 h) 3. = - a -, ■ sm [~) -j^r^ ■ 

Dieser Ausdruck entspricht der Hertzschen Funktion eines 
der «-AohBe paraRelen Dipols (vgl. 53), doch ist für die rer- 
ßchiedenen, dnrch it bestimmten RiehtuBgen ein verschieden ea 
Moment des Dipols in Rechnung zu setzen. Dies ist das Er- 
gebnis der SoperpositioQ der von den Stromelementen des 
Drahtes herrührenden Wirkungen, welche in verschiedenen 
Phaaeu im Auf punkte eintreffen. 

Bei der Berechnung der Feldstärken aus (184b, c) braucht 
nur das Argument des von l und r^ abhängigen Kosinua 
differentiiert zu werdeu, da in großen Entfernungen die übrigen 
durch Differentiation nach den Koordinaten entstehenden Terme 
fortfallen. Man erhält eine Orieütierung der Vektoren S und 
ß in der WeUenzone, welche ganz derjenigen dee Dipols 
entspricht. Konstruiert man auf der Kngelfläehe, welche die 
Lage der Welle angibt, das System der Längen- und Breiten- 
kreise, indem man die Schnittpunkte der verlängerten Draht- 
achse mit der Kugel als Pole wählt, so findet man den elek- 
trischen Vektor überall den Meridianen, den magnetischen den. 
Breitenkreisen parallel weisend. Die Beträge der beiden Vek- 
toren sind , , , , 

coa (vi ^1 COB (-S- mJ 




(185c) |g; = |§]=i^ 



c r» l/T-^' 
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Über die Verteilung der Feldstärken Hngs der Meridiane 
ist folgendes auszusitgen : Ihren maximalen Betrag haben 
die Feldstärken am Äquator der Kugel (wo, gemäß (185), 
M = 0, O'o = - ist). Für die Grundscliwiugung (w^l) 
nehmen sie allmählich nach den Polen hin ab, um 
dort zu Terachwinden. Die Oberachwingangen hin- 
gegen haben die durch 

{185d) u '= + (m ^ti eine ungerade ganze Zahl) 

gegebenen Breitenkreise als Knotenlinien. Hier zer- 
stören sich durch Interferenz die von den einzelnen Strom- 
elementen des Sendedrahtes ausgehenden Wellen. 

Es fällt auf, daß die Amplitude (185c) der von den Eigen- 
schwingungen des Sendedrahtes erregten "Wellen die Länge des 
Drahtes nicht enthält. Man könnte zunächst versucht sein, 
dieses Ergebnis für irrig zu halten, da ja die Amplitude der 
entsandten Wellen der Länge des stromführenden Drahtes pro- 
portional sein muß; dabei würde man aber übersehen, daß mit 
der Länge des Drahtes auch die Wellenlänge gesteigert wird. 
Da die Amplitude der entsandten Wellen nicht der Stromstärke 
selbst, sondern deren zeitlicher Änderung proportional ist, so 
kompensiert die Abnahme der Femwirknng infolge der Ver- 
ringerung der Frequenz die Zunahme infolge der Vergrößerung 
der wirklichen Drahtlänge. Von der Antenueiilänge ist 
die Fernwirkung unabhängig. Es ist, wenn man mög- 
lichst intensive Wellen zu erregen wünscht, die maxi- 
male Stromamplitude a im Sendedrabte möglichst zu 
steigern. Für eine gegebene Antenne geht nun zwar die 
Strom amplitude der Spann ungsamplitude parallel. Doch kann 
man, wenn die Spann ungsamplitude vorgeschrieben ist, die 
Stromamplitude steigern, indem man Antennen von möglichst 
großer Kapazität pro Längeneinheit (d.h. möglichst dicke D ruhte) 
wählt; auf demselben Prinzip beruht die Steigerung der Fem- 
wirkung, die man in der drahtlosen Telegraphie durch Käfig- 
aiitennen erzielt. Dnrch Vergrößerung der Antennenliinge aber 
werden die Wellenamplituden nicht vergrößert. 
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Wir Bckreiten zur Berecknang der pro Sekunde entsandten 
Gesamt Strahlung. Aus dem Poyntingschen Satze folgt 



S. 



■^■ie|.|§| 



^,co«^(,.-"-J^).co..(^P).(l-««)-. 



nCT, 



Die MittelTrertebildung über eine Reihe von Schwingungen 
und die Integration über die ganze Kugel vom Radius r^ er- 
gibt als Energie Verlust durch Strahlung 
+ j 



-l 



-: 

+ 1 
a' i du ,- , . 



Da « eine ungerade ganze Zahl ist, können wir schreiben 
wo abkOrzungB weise gesetzt ist 

+ 1 Inn 

(186a) C,=J^^(l - cos;r«.{l- «)) =J^(1 - cobx). 



Es handelt sich noch um die Berechnung dieses tran- 
szendenten Integrals. Wir zerlegen dasselbe in vier Integrale: 

«HB 

dx D0H3; 
X 



nun üc 4j OD 

„ _ r dx c dx r, ( 1 coBii Cd 

^--Ji+x J x{i-^x)^J^'^\x{i+x) -iri^J 

U In» (I ian 

und berechnen jedes derselben. Die Summe der beiden ersten] 
ist 

(186b) /^^-/^=i«(2..). 
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Für das dritte Integral schreiben wir 

CD « 





Nnn folgt aus , 

durch YertanBchong der Integrationsfolge 

/f(™)=/Miiv-if?)' 

wenn die bekannte Formel*) berücksichtigt wird: 
I dxe~'* coBX — ——j- 



Es ergibt sich demnach 

(i86d) y|(..-».,)-ij,„<i±^);".o. 

Der zweite Bestandteil Ton (186c) aber Ußt sich auf 
Grand einer von Dirichlet herröhrenden Formel**): 



(186e 



■) -/^(-■-ii-J=-5i=°.»"^i^- 



mit der F-Fonktion nnd mit der sogenannten Bulersch^i Kon- 
stanten in Verbindong bringen. 



*) Vgl. z. B. Biem um -Weber, Partielle DifferentiaJgleicbaageii, 
I % 19, Ol. 8, S. 4S. 

•^ 0. L. Dirichlet, Jonrnal f. reine u, angew. Mathem. 16, S. 260. 1886. 
AbrahrnD, Theorie dir XtakMilUt. IL >. Aufl. 19 
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Der vierte Term im AuBdmct toh 6'^ endlich läßt sich 
durch partielle Integration auf die Form einer halb konvergenten 
Reihe bringen 

C186f) J äx-^- = ^j^^ - ^^—^ + ^^ 

In dieser Reihe ist der Rest stets kleiner als das letzte 
beibehaltene Glied; sie ist demnach, wenn man möglichst genau 
zu rechnen wünscht, mit dem kleinsten Gliede abzubrechen. 

Aus (186b, c, d, e, i) folgt jetzt 

(187) C=ln(ß^n) + 0,577 + .^^ - ,---,-. + ■ ■ ■ 

Durch (186) und (187) bestimmt sich die mittlere 
sekundliche Gesamtstrahlung der Eigenschwingungen 
des Drahtes. Dieselbe wächst bei gegebener maximaler 
Strom amplitude mit der Ordnungszahl der Schwingung; je 
größer .die Ordnungszahl, desto rascher konvergiert die Reihe 
(187). Für die Grundschwinguag findet mau den 
numerischen Wert 



a' „ , „„ a" 



(187a) " .C, = 1.22.^ 



■2 c 



der mittleren sekundlichen Gesamtstrahlung. Die maxi- 
male Stromamplitude a ist dabei elektrostatisch zu messen. 

Die hier gegebene Berechnung der Strahlung eines Wellen- 
erregers beruht auf der Annahme, daß die ans der Theorie 
der stehenden Drahtwelleii geläufigen Vorstellungen sich ohne 
weiteres auf den Erreger Übertragen lassen. Es kann be- 
zweifelt werden, ob diese Übertragung von vornherein be- 
rechtigt ist. In der Tat, die Frage nach dem zeitlichen Ver- 
laufe der Eigenschwingungen eines Hertzechen Erregers war 
viele Jahre hindurch eine strittige. Während H. Hertz und 
V. Bjerknes die Vorstellung vertraten, daß der Erreger nur eine 
einzige hauptsächlich durch Strahlung gedämpfte Schwingung 
aussende, schlössen sich andere Forseher einer von Sarasin 
und de la Rive aulgestellten Hypothese an, indem sie die 
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Strahlung des Hertzschen Erregers als ein koatinuierliohea 
Spektrum ungedämpfter Schwingungen ansahen. In Anbetracht 
dieser Sachlage meinte ich, als ich die Behandlung des 
Problems in Angriff nahm'), auf die Analogie der Drahfcwellen 
nicht bauen zu dürfen. Ich zog es vor, auf die MasweUsehen 
Gleichungen zurückzugehen und durch Integration derselben 
gleichzeitig das Feld und die Perioden und Dämpfungs- 
dekremente der Eigenschwingungen zu ermitteln. Dae gelang 
für einen etabförmigen Leiter, d. h. für ein sehr gestrecktes 
Rotationsellipsoid. Ea ergab sich die theoretische Möglichkeit 
einer unendlichen Reihe gedämpfter Eigenschwingungen; ihre 
Wellenlängen fanden sich in erster Annäherung in Überein- 
stimmung mit der oben dargelegten elementaren Theorie 
(Gl. 183d), während die durch die Strahlung bedingten loga- 
rithmischen Dekremente der Amplituden durch die Formel 
dargestellt wurden: 

(187b) «.- °- 



n-ln 



SM ' 



(¥) 



dabei ist h d«r Badius des äquatorialen Leiterqi\erschnittes 
C^ die durch (186'a) definierte und in (187) ausr e-wertiete Kon- 
stante; man beraerkt, daß mit wachsender Ordnungszahl dia 
Amplitudenabßahme während einer Schwin'jjnng geringer wird.. 
Jede MKnelne der Eigenschwingungen ist gekennzeichnet 
durch die Kaotenflächen des magnetischen Feldes. Dieses mßd 
konfokale Hotationshyperboloide, deren Brennpankte in ien 
Enden des Leiters liegen; dieselben schneiden den Leiter in 
den Stromkuoten (für ungerades » werden diese durch [183 bl 
bestimmt), würend ihre Asymptotenkegel die Eichtungen an- 
geben, in dexea die Strahlung verschwindet (185d für un- 
gerades w). Für alle geradzahligen Eigenschwingungen ist die 
Äquatorebene eine Knotenebene des magnetischen Feldes; für 
eie ist die Mitte <les Leiters ein Stromknoten und Spanminirs- 
bauch; hingegen ist für die oben behandelten un geradzahligen 
Eigenschwingungen der äquatoriale Querschnitt ein Strombaueh 
und ein Spaiumagsknoten. 

19* 
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Die theoretischen Gesetze der Knotenfläclien und Baach- 
flächen des magnetischen Feldes worden dorch die sorgiUltigen 
experimentellen Untersaehnngen von F. Kiebitz bestätigt (far 
n — 3). Derselbe stellte das Vorhandensein der ungeradzahligen 
Oberseh wingungen bis m = 17 fest, es fehlten hingegen die 
geradzahligen Eigenschwingongen des Sendedrahtes; entsprechend 
der angewandten Erregungsweise (Funkenstrecke in der Uitte), 
hei welcher im Anfange die Spannung in zwei symmetrisch 
liegenden Punkten des Erregers entgegengesetzt gleich ist, 
bildeten sich nur diejenigen Eigenschwingungen ans, welche 
in der Mitte des Drahtes einen Bpanoungeknoten besitzen. 

Wir mos Ben uns hier ein genaueres Eingehen anf die 
strenge Theorie des stubformigen Senders versagen. Die obige 
mehr elementare Abteilung der Strahlung eines Sendedrahtes 
habe ich später veröffentlicht, als diese Dinge für die drahtlose 
Telegraphie von aktueller Bedeutung wurden. Bei der ur- 
sprünglichen Mareonischen Senderanordnuug wird der eine Pol 
einer Funkenstrecke mit der Antenne, der andere mit der Erde 
verbunden. Man bat es abo hier nicht mit einem &ei im 
Baume schwingenden Draht zu tun, es ist vielmehr die Erde 
in Betracht zu ziehen. Das kann aber in sehr einfacher Weise 
geschehen, wenn man mit Rücksicht auf die Wahrnehmung, 
daß die WeUen nicht merklich in die Erde eindringen, die 
Erde als gut leitend betrachtet, oder optisch gesprochen, als 
spiegelnd. Die an der Oberfläche eines vollkommenen Leiters 
geltende Glrenzbe dingung, daß die elektrischen Kraftlinien senk- 
recht stehen, wird, wie die Theorie ei^ibt, von allen ungerad- 
zahligen Eigenschwingungen des freien Sendedrahtes an der 
Äquator ebene erfüllt. Spiegelt man die von der Erde 
senkrecht bis zur Höhe k aufsteigende Sendeantenne an der 
ebenen Erdoberfläche und zieht die ungeradzahligen Eigen- 
schwingungen des entstandenen geraden Drahtes von der 
Länge 2/i in Betracht, so erhält man ein elektromagnetisches 
Feld, welches an der Erdoberfläche der gestellten Gfrenzbediugung 
Genüge leistet; dasselbe ist oberhalb der Erdoberfläche mit dem- 
jenigen der wirklichen Sendeantenne identisch. Für die draht- 
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lose Telegraphie kommt nun hauptsiicUicli die Grundsctwingung 
in Betracht. Ana unaerem Spiegelungs verfahren und aus Glei- 
chung (183c) können wir schließen: Die Wellenlänge der 
Grundschwingung einer Sendeantenne ist gleich ihrer 
vierfachen Höhe. Die Höhe ist dabei von der Erde an zu 
rechnen, entsprechend dem Umstände, daß die Spannung des 
untersten, der Erdoberfläche zugehörigen Punktes der Leitung 
gleich Null ist. Das Dämpfungadekrement der Grund- 
Bchwingnng ist nach (187a,b) 

{187c) e,= °' - ^'** 



'"© o 



Diese Formel bezieht sieh allerdings zunächst auf eine 
Antenne, deren Querschnitt nach der Spitze hin allmählich 
abnimmt. immerhin wird man sie auch auf zylindrische 
Drähte anwenden können, wie es ja überhaupt auf den genauen 
Zahl wert des als Argument des Logarithmus auftretenden 
Quotienten ankommt. 

Man erhält z. B. für 6 = 0,1 cm, und 

farÄ= 25 Meter, A, = 100 Meter:«, = 0,23, 

für Ä = 250 Meter, ;, - 1000 Meter : ff, - 0,19 . 

Meist wird man, bei der Verwendung eines 



zelnen Sendedrahtes, mit dem Werte <f, = 0,2 



ein- 

dea 



Strahlungadekrementes rechnen können. Ibiri entspricht 
ein Herabsinken der Wellen amplituden auf den e**" Teil nach 
fünf ganzen Schwingungen. Dieser immerhin beträchtliche 
Wert der Dämpfung stimmt mit der allgemeinen Erfahrung 
überein, wonach die Eesonanzknrve einer solchen einfachen 
Antenne eine ziemlich flache, der Bereich des Ansprechena 
mithin ein ziemlich weiter ist. Die Bedingungen für eine ab- 
gestimmte Telegraphie sind bei dieser einfachsten Anordnung 
recht ungünstige. Übrigens kommt neben der Dämpfung durch 
Strahlung diejenige durch Jouleeche Wärme in Frage; ihr Be- 
trag ist allerdings verhältnismäßig gering; die Wärmeentwicke- 
Inng in der metaUischen Leitung ist gegen die Ausstrahlung 
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ganz zu Ternachlässigen ; höchstens könnte die in der Funken- 
atrecke entwickelte Wämie in Rechnung zu ziehen sein. 

Weitere Ausführungen über die Probleme, die mit der 
Theorie der elektrischen Wellen und der drahtlosen Telegi-aphie 
zusammenhängen, finden sich in dem vom Verfasser dieses 
Werkes herrührenden Artikel in der Enzyklopädie der mathe- 
matischen Wissenschaften (Bd. V. Art. 18), auf den wir hier 
verweisen müssen. 



Zweites Kapitel 
Bewegte Körper. 

§ 35. Die erste Hauptgleichung für niolit magnetisierbare 

Körper, 

Wir haben im vorigen Kapitel (§ 28) die Hauptgleichungen 
der Elektrodynamik ruhender Körper aus der Elektronentheorie 
abgeleitet; wir sind dabei von den Gleichungen (la bis IV a) 
ausgegiLngen, welche sieb durch Mittelwertsbildung über die 
Felder der einzelnen Elektronen ergeben hatten. Die auftreten- 
den Mittelwerte |, i haben wir mit der magnetischen Induk- 
tion © und der elektrischen Feldstärke 6 identifiziert (Gl. 166, 
16<)aJ; so ergaben sieb die Gruudgleicbuugen: 



(Ic) 


curl 8 = 


Ige , 471 — 
7 "97 + TP"' 


(Uc) 


ßurl ® = 


1 28 

c dt ' 


(inc) 


divS- 


4rep, 


(IVc) 


div© = 


0. 



Indem wir die Beiträge berechneten, welche die Leitungs-, 
Polarisation B- und Magnetisierungs-Elektronen zu der mittleren 
Dichte der Elektrizität und des Konvektionsstromes beisteuerten, 
erhielten wir die Gmndgleiehungen (Ib bis IVb), welche der 
Max well- Her tzscbeu Theorie gemäß für ruhende Körper gelten. 
Es entsteht jetzt die Aufgabe, für bewegte Körper die Grund- 
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gleichuDgen der Elektrodynamik aufzustellen. Dabei kann die 
Maiwell-Hertzsche Theorie Eicht meh]' als Wegweiser dienen. 
Denn jene Theorie befindet sich, wie am Schlüsse des ersten 
Bandes gezeigt worden ist, gerade auf dem Gebiete der Elektro- 
dynamik bewegter Körper nicht durchweg in Übereinstimmung 
mit der Erfahrung. Wir werden von den aufzustellenden Ürund- 
gleichungen fordern müssen, daß sie den Ergebnissen der Ver- 
suche, die über die elektromagnetiachen und optischen Vorgänge 
in bewegten Körpern angestellt sind, Rechnung tragen. 

Wir verstehen unter U) die Geschwindigkeit der Materie; 
diese Geschwindigkeit hängt im allgemeinen vom Orte ab. Die 
esperimentell zu erreichenden Geschwindigkeiten sind ao klein 
gegen die Lichtgeschwindigkeit, daß 

—i- klein gegen 1 ist. 

Wir werden uns zunächst damit begnügen müssen, für 
solche „langsamen" Bewegungen die Gruiidgleiohungen abzu- 
leiten. Verstehen wir unter U'dießelativgeschwjudigkeit der Elek- 
tronen gegen die Materie, so wird die gesamte Geschwindigkeit 
der Elektronen, die in (Ic) eingeht: 

(188) ti=tD-|-B'. 

In diesem Paragraphen wollen wir uns auf nicht ma- 
gnetiaierbare Körper beschränken; wir werden demgemäß 
umlaufende Magnetisierungselektronen außer Betracht lassen 
und nur Leitungs- und Polarisation s-Elektrouen berücksichtigen. 

Wie in §28, Gl. 165, sichergab, ist dJemittlere Dichte 
p der Elektrizität mit der Dichte der freien Elektrizität im 
Maswellschen Sinne identisch: 

{188a) p=e — div^J. 

Der mittlere Konvektionsstrom der Elektronen 
setzt sich, gemäß (188), aus zwei Bestandteilen zusammen: 

(189) eT= pm -f- pT, 

nämlich dem Konvektionsstrom der mit der Materie be- 
wegten freien Elektrizität, und dem von der Bewegung 
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E&ZT«>B. 



«»5. 



der Elektronezi relaÜT zur Materie herrOhrenden Strome. Zn 
diesem letzteren Strome steuern einerseits die LeitirngselektroDezt, 
anderereeits die Polarisationselektnmen bei. 

Die relatire Bewegung der Leitongselektronen gegen den 
Körper macht sich als ein Leitungsstrom bemerkbar, dessen 
Dicht« ist 

(189a} (^1,-i. 

Bei der HersteUong des durch 9 gekennzeichnetea elek- 
trischen Momentes der Volomeinheit ist durch ein Flächenelement 
df die Elektrizitätsmenge ^^df in dem dtirch die Kormale h 
angegebenen Sinne hindurchgetreten; das wurde in § 28 nach- 
gewiesen und gilt für einen bewegten Körper genau so wie 
fOr einen ruhenden. Es soll nun der Strom bestimmt werden, 
der TOn den Polarisationselektronen durch eine ungeschlossene 
Fläche f des Körpers transportiert wird. War zur Zeit t die 
mit den PolansationselektroneD durch f geschobene Elektrizi^t 
gleich ■ ^ 

80 ist sie zur Zeit t + dt gleich 



S^.äf^dtiJ^Jf. 



-|-curl[¥in] -Hlodiv^. 



Es ist also der Polarisations ström durch die Flache f 
des Körpers 

wo nach Bd. I, 122 (S. 123) gilt 

Zt ^ dt 

Der Polarisatiousstrom durch die Flächeneinheit 
des bewegten Körpers ist folglich gegeben durch den Vektor 

(189b) {^'1,- ^^ - 1^ + «' div* + curlL^Pm] . 

Hierdurch bestimmt sieh auch der von der relativen Be- 
wegung der Polarisationselektronen gegen den Körper her- 



§ 8&. 



Zweitee Kapitel. Bewegte Körper. 



297 



rührende Anteil dea StromeB (189); der erste, von der Be- 
wegung der Polar isationselektronea mit der Materie berrührende 
Stroraanteil dagegen ist bereits im ersten Gliede von (189) 
berücksicbtigt worden, indem ja, gemäß (188a), zur Dicbte p 
der freien Elektrizität auch die Polarisationselektronen einen 
Beitr^ Üefem, 

Für einen nicht magnetisierbaren Körper iat hiernach die 
mittlereDichte desKonvektionsstromes derElektronen 

(189c) rn^pw + i+^sf, 

oder, ittit Rücksicht auf (188 a) und (189b) 

(189d) ^ = pM + i + ^ + curl[qjM]. 

Tragen wir dieses in die erste Haupt gleichung (Ic) ein, 
indem wir wiederum den Vektor 5 durch 



+ 4^^ 



(190) 45r© = 
definieren, so lautet sie 

(191) curie^^j^+plö+i-f cürl[!pni] 

Die erste Hauptgleichung bestimmt hier den eurl 
des Vektors B und somit im Verein mit (IV e) 

(191a) div8 = 

das Feld des Vektors 8, falls die in der rechten Seite 
von (191) enthaltenen Stromanteile bekannt sind; dabei handelt 
es sich um die Bewegung eines nicht magnetisierbaren Körpers. 
Die Beobachtung des magnetischen Feldes geschieht stets in 
ruhender, nicht merklich magnetisier barer Materie, wo 8 mit § 
übereinstimmt; es ist demnach auch die magnetometrisch zu 
messende Feldstärke durch (191) und (191a) eindeutig bestimmt. 
In der Hertzschen Elektrodynamik bewegter Körper lautet 
die erste Hauptgleichung (Bd. I, Gl. 252, S. 439), wenn /i = 1, 
idso = © gesetzt wird: 

eurie = ^ {i + ^+ PW + curl[»B)] 
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Wie nach der HertzscLen Theorie, so werden aoch nach 
der Lorentzscheo durch den Leitongsstrom, den Verschiebnngs- 
Btrom nnd den KonTektionsstrom der wahren EHektrizitSt 
magnetische Wirknngen err^t; nor hinsichtlich des vierten 
Termea der rechten Seit« der eraten Hauptgleiehong, welcher 
(Bd. I, § 99) den sogenannten .,BontgenEtrom'' bestimmt, 
weicht die Lorentzsche Theorie von der Hertzschen ab. Xaeh 
der Hertzschen Theorie bestimmt 

cnrl[S»], 
nach der Lorentzsehen Theorie 

ciirl[¥D] 

die Dichte des Röntgenetromes. Gerade diese Forderung 
der Lorentzsehen Theorie war es, welche durch die Verenche 
von Ä- Eichenwald ihre esperimen teile BestätiguDg gefnnden hat. 
Die Diskngsion dieser Experimente ist am besten an dio 
GL (189c) anznknüpfen. Es waren (Bd. I, S. 442) die geladenen 
Eondensatorplatt«n zusammen mit dem zwischen ihnen befind- 
lichen Dielektriknm tn gleichförmiger Rotation begriffen. Hier 
ist das elektrische Feld stationär, sei es, daß man es auf ein 
mhendes oder auf ein mitrotierendes System bezieht; es ist 

folglich: ^e _ (■ ^ n 

in ~ ^' 3( =" 

Da ein Leitungsstrom nicht fließt, so folgt aus (189c) and 

(ic): 

(191b) 



enrl» = — ein. 



Das bei Eichenwalds Versuchen erregte magne- 
tische Feld ist nach der Elektronentheorie, den 6L 
(191a, b) gemäß, durch den Konvektious ström der 
freien Elektrizität bestimmt. Dieses war eben die Fest- 
Htellung Eichenwalds. Nach der Hertzschen Theorie dag^en 
wäre der allgemeine Ausdruck der ersten Hauptgleichung für 
einen unmagnetisierbaren K5rper 

ö'Dl 



-'e = ¥('H-°8fli 
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da nun in dem vorliegenden Falle die von dem bewegten 
Köqjer aus beurteilte zeitliclLe Änderung von S ebenso wie i 
verschwindet, so würde aicli nach H. Hertz überhaupt keine 
magnetische Wirkung ergeben. Die Versuche von Eichen- 
wald zeigen demnach, daß nicht die Hertzsche, wohl 
aber die Lorentzaehe Elektrodynamik bewegter Kör- 
per die erste Hauptgleichung für die hier in Frage 
kommenden langsamen Bewegungen unmagnetisier- 
barer Körper richtig formuliert. 

§ 36. Die zweite Hauptgleichung. 

Die zweite Hauptgleichiing der Elektro nentheorie (Hc) 
enthält überhaupt kein von der Bewegung der Materie oder 
der Elektrizität direkt abhängiges Glied. Sie lautet im Falle 
der Bewegung ebenso wie im Falle der Ruhe 

(192) 



curl ® = H-r ■ 

e et 



Diese Form der zweiten Hauptgleichung ist nichts anderes 
als das Induktionsgesetz, ausgesprochen für ein im Räume 
festes Flächenelement; denn es stellt S die Kraft auf einen 
ruhenden, mit der Einheit der Ladung versehenen Probekörper 
dar, während die auf der rechten Seite von (192) auftretende 
zeitliche Änderung von © auf einen festen Kaumpunkt sich 
bezieht. 

Ea entsteht nun aber die Frage, ob auch für bewegte 
Körper das Faradayache Induktionsgesetz (Bd. I, S. 404 ff.), 
welches ja von der Erfahrung durchweg bestätigt wird, aus 
den Grund Vorstellungen der Elektronentheorie sich ableiten 
läßt. Um dies zu zeigen, müssen wir auf die Grundgleiehuug (V") 
des § 4 zurückgehen, welche die elektromaguetiache Kraft JJ 
bestimmt; ea ist in der jetzt angewandten Bezeicknunga weise 
die auf die Einheit der Ladung wirkende Kraft 

g = e+i-[M]. 

Wir betrachten eine Gruppe von Elektronen, welche sich 
mit der gemeinsamen Geschwindigkeit O bewegen. Die Mittel- 
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wertsbildung Über ein physikalisch unendlich kleines Gebiet 
ergibt dann fUr diese Elektronengruppe die elektromagnetische 
Kraft 

5=r+l[li|] = « + l[liö]. 

Wir setzen wieder wie im vorigen Paragraphen 

indem wir unter U die Geschwindigkeit der Materie, unter h' 
die Geschwindigkeit der Elektronen relativ zur Materie ver- 
stehen. Dann wird 



wo 



(193) 



5^g'+i[o-j 



g'=g + l[lD«] 



die Kraft auf eine mit der Materie bewegte Einheits- 
ladting ist. 

Der zweite Bestandteil des Vektors 5 kommt beiapiela- 
weise bei der Berechnung der mechanischen Kraft zur Geltung, 
die an einem ström durchflossenen Drahte angreift. 

Uns interessiert indessen hier nur der erste Bestandteil 
des Vektors 5, den wir mit 6' bezeichnen; die Gleichung (193), 
die ihn bestimmt, berücksichtigt die Bewegung der Materie 
und formuliert das Gesetz der durch Bewegung induzierten 
elektromotorischen Kraft. In der Tat, nach den Vor- 
stellungen der Elektronentheorie ist W die Kraft, welche an 
der Einheit der mit dem Körper bewegten Elektrizität angreift, 
und durch diesen Vektor bestimmt sich der Bewegungsantrieb 
auf die Elektronen, wie er sieb für ruhende Körper durch S 
bestimmt. An Stelle der für ruhende isotrope Leiter geltenden 
Beziehimg i = ö6 wird demnach fflr bewegte Leiter 

(193a) t=ffr 

zu setzen sein; es ist eine plausible Annahme, daß die Leit- 
fähigkeit ff, wenigstens bei „langsamen" Bewegungen, durch 
die Bewegung des Leiters nicht geändert wird. 
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(193b) 



Ana (192) und (193) folgt 

curl e' -]{^+ <^«rl [* Wl 



c dt ' 



Die rechte Seite bestimmt die zeitliche Änderung des 
Induktionsflusses durch eine bewegte Fläche; aus der all- 
gemeinen Vektorfoi-mel (Bd. I, Gl. 11^2, S. 123) folgt nämlich 
mit Rückaicht auf die Gmndgleichung (IVc), weiche daa Ver- 
schwinden dea wahren Magnetismus fordert: 



dt. 



Jdf^.-Jäf\'^ + CurUÖ«])^=/^^^-^-. 



Dem Differentialgesetze (193b) entspricht demnach das 
Integralgesetz der induzierten elektromotorischen Ki-aft ^- _ 

(193c) J@'rf8--i-^^Jd/-ö,. 

Das Linienintegral der im bewegten Leiter wirk- 
samen Jelektrischen Kraft ®' ist gleich der durch c 
/geteilten zeitlichen Abnahme des umschlungenen 
Induktionsflusses. 

Die HertzBche Theorie drückt die zweite Haupt gleichung 
etwas anders aus. Sie setzt (Bd. I, § 94) bei fehlenden ein- 
geprägten Kräften: 



curl Ig 



oder 



ig'g 
c St ' 



/^^«=-L4.p/'»"- 



In der Hertzschen Theorie stellt indessen der Vektor ® 
nicht den elektrischen Znstand des Baumes, sondern denjenigen 
der Materie dar; ea wird, auch tör einen bewegten Leiter, der 
Leitungsstrom dem Vektor S proportional gesetzt:' 

Es weicht die zweite Hauptgleichung der Lorentz- 
sehen Theorie von derjenigen der Hertzschen insofern 
ab, als €' an die Stelle von @ tritt. Während aber 
bei Hertz der Leitungsstrom im bewegten Körper 



S02 



Zweiter Abschnitt Torg&nge in w&gbaien £&rpeni. § 37, 



proportioual zu @ ist, setzt Lorentz den LeitungB* 
fltrom proportional zu @'. Hinsichtlioli der in be- 
wegten Leitern iuduzierten Ströme stimmt also die 
LorentzHche Theorie mit der Hertzschen überein. Die 
in Bd. I, §§ 91 — 95 dargelegten Gesetze der Induktion in 
Leitern, welche durch Messung der induzierten Ströme ihre 
experimentelle Prüfung und Bestätigung gefunden haben, er- 
geben sieh auch aus den Grundhypothesen der Elektronen^ 
theorie. 

§ 37. Der Versuch von H. A, "WÜHon. 
Wie liegt nun die Sache, wenn nicht ein Leiter, sondern 
ein Isolator es ist, der sich im magnetischen Felde bewegt? 
Nach Hertz ist auch für den bewegten Isolator 

zn setzen, wobei das Hertzsche 6 mit dem Lorentzschen 6' 
identisch ist. Die Lorentzsche Theorie würde mit der Hertzscheii 
hinsichtlich der erregten elektrischen Verschiebung überein-^ 
stimmen, wenn sie dieselbe proportional zu ffi' setzen würde, 
Das tut sie indessen keineswegs. Sie unterscheidet vielmehr 
den vom Räume und den von der Materie beigesteuerten Aji- 
teil der elektrischen Verschiebung, entsprechend der Gleichung i 
(194) 43ili = g-i-4jt¥, 

wobei, nach (HIc) und (188a), gilt: 

div 3) = p. 

Nor der an der Materie haftende Teil der elektrischen ' 
Verschiebung, d. h. die Verschiebung der Polarisationselektronen 
des Körpers wird durch den Vektor 6' bestimmt. An Stelle 
der für ruhende isotrope Körper geltenden Beziehung 

4sr¥ = (£-l)e 
tritt für bewegte Isolatoren 

4^!p = fe-l)e', 

so daß die gesamte elektrische Verschiebung in einen) 
bewegten Dielektrikum gegeben wird durch 
(194a) 4ji^ = e-t-(£-l)e'. 
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Wir wollen uns auf nicht magnetiaierbare Dielek- 
trika beschränken. Für solche ist im Falle der Ruhe ® mit § 
identisch. Welches im Falle der Bewegung der Zusammen- 
hang zwischen diesen beiden Vektoren ist, wissen wir nicht. 
Doch weichen sie gewifS, wenn überhaupt, so nur um Größen 
erster Ordnung in jtti|/c voneinander ab. Wir begehen also 
nur einen Fehler zweiter Ordnung — und ein solcher ist auch 
bei den vorhergehenden Eutwickelungen zugelassen worden — , 
wenn wir im Ausdruck (193) von 6' an Stelle von 85 jetzt ^ 
setzen. Dann wird 



(194b) 
oder auch 
(194 c) 



4^3) = .®'- ^[Wg], 



4;r$ = fe + ^^-^[tD§]. 



Die experimentelle Prüfung dieser von der Elektronen- 
theorie geforderten Beziehung bildete den Gegen stand einer 
Arbeit von H. A. Wilson.'") Dieser Forscher ließ einen dielek- 
trischen hohlen Zylinder in einem der Achse parallelen magne- 
tischen Felde rotieren. Die metallischen Belegungen der inneren 
und äußeren Begrenzungsflächen waren durch Oleitkontakte 
mit den Quadrantea eines Elektrometers verbunden; die innere 
Belegung war gleichzeitig geerdet. Die infolge der Rotation 
sich herstellende radiale elektrische Verschiebung gibt zu einer 
wahren Ladung der Zylinderbelegungen Veranlassung; dieselbe 
bestimmt sich auf Grund von (194c) folgendermaßen: )S, die 
Kraft auf die ruhende Einheit der Ladung, leitet sich aus dem 
elektrostatischen Potentiale der freien Elektrizität ab. Ferner 
ist U senkrecht zu § gerichtet; sein Betrag ist gleich m ■ r, 
wo « die Winkelgeschwiudigkeit, r dei' Abstand von der Achse 
ist. Mithin ist 



(194 d) 



4«% 



-''^±('-n-"i- 



Das zweite Glied wechselt bei Umkehrung des magnetische" 
Feldes das Vorzeichen. Ist k die Höhe des Zylinders und e 
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Ladung seiner inneren BeleguDg, a und h die Quersctnitts- 
radien der äußeren und inneren Belegung, so ist 

Da nun konzentrische Zylinder des Dielektrikums von der- 
selben Verschiebung e durchsetzt werden, so ei^bt die Integra- 
tion von (194d) zwischen den Grenzen h und a: 

e-f,-ln(^)~'P^-^.±(l-])ii-\^\-(a^-l') 
oder 

(194e) i-n~'P.± E% 

wo K die Kapazität des dielektrischen Zylinders ist und 

(194f) £. = (i_i).Jij§|(a.-6.). 

Die Ladung der Innenseite des äußeren Zylinders ist — c; 
folglich ist + e die Ladung seiner Außenseite, des mit ihr Ter- 
bundenen Quadranten des Elektrometere und des Leitungs- 
drahtes zusammen; der andere Quadrant ist zur Erde ab- 
geleitet. Ist K' die Kapazität dieses ganzen Systems, so hat 
man 

■^ — ^5 — y,. 

Hieraus und aus (194d) folgt 
{194g) +_E.-^(q,,_yJ.^^', 

so daß aus der gemessenen Potentialdifferenz der Quadranten nud 
den Konstanten des Apparates die Große E' sich ermitteln und 
ßo die experimentelle Prüfung der von der Elektronentheorie 
geforderten Beziehung (194f} sich durchführen läßt. 

Die messenden Versuche H. A. Wilsons bestätigen nun 
durchaus die Gültigkeit dieser Beziehung; mit der Hertzschen 
Theorie hingegen sind sie nicht zu vereinbaren (diese setzt in 
(194c) £ an SteUe von £—1, mithin in (194Q 1 an SteUe 
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von 1 j- Wir können also aus den Verauclien von 

H. Ä. Wilson schließen, daß zwar die LorentzBclie, 
nicht aber die Hertzsche Elektrodynamik bewegter 
Körper die Beziehung zwischen den Feldstärken und 
der elektrischen Verschiebung für die hier in Frage 
kommenden langsamen Bewegungen nicht magnetisier- 
harer Körper richtig wiedergibt. 



§ 38. Die allgememen Feldgleichuugen für bewegte Körper. 

Wir haben uns bisher bei der Ableitung der Grundglei- 
chungeu für die bewegte Materie auf nicht magnetisierbare 
Körper be.'ichrankt. Es läge mm am nächsten, wie im Falle 
der Ruhe, so auch im Falle der Bewegung durch Einführung 
der Magnetisiemi^selektronea die Grundgleichungen zu ver- 
allgemeinern; dies war in der früheren Äuilage, in Anlehnung 
an H. Ä. Lorentz"), geschehen. 

Doch können wir uns nicht verhehlen, daß gerade die 
magnetischen Eigenschaften der Körper von der Elektronen- 
theorie bisher noch nicht befriedigend erklärt werden (vgl. §31). 
Daher ist es gewagt, die elektronentheoretischen Vorstellungen 
von der Magnetisierung der Körper zur Begründung der elektro- 
dynamischen Feldgleichungen für bewegte Körper heranzuziehen. 
Hier scheint eine mehr phänomenologische Auffassung passen- 
der, wie sie neuerdings von H. Minkowski"^) und schon seit 
längerer Zeit von E. Cohn*) vei-treten wird. 

H. Minkowski behält auch f(ir solche Körper, deren magneti- 
6che Permeabilität nicht gleich 1 ist, die Relationen (1Ö3), 
(193a) und (194b) bei: 

(195) i = tf «', 



(195 a) 
(195 b) 



4jrS>=.e'--;Lw&], 



und stellt den beiden letzten Beziehungen die im Sinne der 



Abriitaiiu, Theorie der EleklrliiUit, U. 1. Aud. 
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Hertz -HeaviBideschen Analogie ihnen entsprechenden au die 
Seite: 

(195c) #'=^--;[»4=r2>], 

(19öd) » =tt§'+7[lo«]. 

Indem so die sechs Vektoren: @, S', t>, ^, |l', 
dnreh die vier Relationen (195a — d) verknüpft sind, 
wird nach Minkowski der Verlanf elektromagnetischer 
Vorgänge in einem Eörpersysteni von gegebener Be- 
wegung durch die Orundgleichungen beschrieben: 



(Id) curl^-^^j^ + ptn + i), 



(Ild) curie=-i^, 

(iiid) div s = 4), 

(IV d) div e - 0. 

Für den Fall ,t = l folgt aus (195cd): 

während, nach (195a, b), allgemein ist: 

45rS - e + a - 1)6'+ ^[m, » - §]. 

Man begeht also nur einen Fehler von der Ordnung |ni|Vc*, 
wenn man setzt: 

4;t2>-6 = 4w!p = (e-l)e' 

Die erste dieser Beziehungen war es, von der wir in § 37, 
bei der Theorie des Wilsonschen Versuches, ausgingen. Die 
zweite Beziehung zeigt, daß für langsame Bewegungen nicht 
mt^etisierbarer Körper die Form (Id) der ersten Haupt- 
gleichung mit der in § 35 zugrunde gelegten Form (191) 
identisch ist, die dort zur Deutung der Versuche Eichenwalds 
aber den Köa^enetrom diente. Die experimentellen Ergebnisse, 
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von denen in den Paragraphen 35 bis 37 die Rede war, werden 
alle dnrch das aufgestellte GleichungBsystera erklärt. 

Um zu FeldgleichungMi zn gelangen, welche allgemeiu die 
elettro magnetischen Vorgänge in langsam bewegten para- oder 
diar magnetischen Körpern beschreiben, drücken wir auf Grund 
von (195 a— d), unter Elimination der Vektoren ß' und §', 
6 und ^ durch ^ und ö aus; wir erhalten, unter Vernach- 
lässigung von Größen der Ordnung jlo[*/c*: 



(Vd) 
(VId) 






Die Einführung von (Vd) und (Vld) in die Hauptglei- 
chungen (Ild) und (Id) führt zu Feldgleichungen für die Vek- 
toren 5) und 8, welche, bei geeigneten Anfangs- und Grenz- 
daten, den Ablauf eines elektromagnetischen Vorganges für 
Dielektrika (i = 0) eindeutig bestimmen. Für bewegte 
Dielektrika ist (Vd) bei dem Versuche von H. A. Wilson, 
(VId) hei dem Versuche von Eichenwald Gegenstand 
der experimentellen Prüfung. Hier ist der Einfluß der 
magnetischen Permeabilität entsprechend den Minkowakischen 
— und, wie wir sogleich sehen werden, auch den Cohnsehen — 
Grundgleichungen zur Formulierung gelangt. An Stelle des 
Koeffizienten 

1 bei E. Cohn und H. Minkowski 

würde zu setzen sein 

1 nach H. A. Lorentz, 

1 nach H. Hertz. 

Während jene Experimente gegen die Hertzsche 

Elektrodynamik bewegter Körper entscheiden, reicht 
ihre Genauigkeit nicht aus, um die Entscheidung 
zwischen den Ansätzen von Cohn und Minkowski und 
denen von H. A. Lorentz zn gehen; denn für Dielektrika 

20* 
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ist (i 80 veuig von 1 verschieden, daS sieb die Abweicbung in 
dea Werten der KoeffizientcB der Beobachtung fntzieht. 

Führt maa in (Idj den auf mitbewegte Fiächeu bezogenen 
VerschiebungSBtrom ein: 

^~ = ^ + W div I + cnrl [S tti], 

und entsprechend in (II d) den Induktionsfluß durch mit der 

Materie bewegte Flächen: 



SS 



ht 



+ Wdive -i-curl[eilij, 



und beachtet (IKd, IV d) sowie (195a,c), so ei^ibt sich, eine 
andere Form der Minkowskiaeheu Grundgleichungen : 



(le) 

(ne) 

alle) 
(IVe) 



cur! e = ^r-, 

c dt ' 



div 2i = 
div ö = 



0. 



Hier sind nun die Vektoren 6 und § herausgefallen, 
während sie in den Gl. (195a— d), die nach Minkowski auch 
für rasch bewegte Körper strenge Gültigkeit beanspruchen, 
noch enthalten sind. 

Beschränkt man sich indessen auf langsame Bewegungen 
der Materie, bei denen es erlaubt ist, Größen der Ordnung 
|m|-/c* zu vernachlässigen, ho darf man, in (195b,d), statt ^ 
und 6, §' und (g' mit in vektoriell multiplizieren; dann wird: 



(Ve) 
(VIe) 






Damit sind wir zu dem Gleichungssyatem gelangt, 
welches E. Cohn*) der Elektrodynamik bewegter 
Körper zugrunde legt. Für langsame Bewegungen stimmt 
es mit dem Minkowskischen Uberein und umfaßt somit gleich- 
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I 



I 



falls die bei Bewegung der Materie relativ zur Erde gewonnenen 
Ergebnisse elektrodynamischer Versuche. Auf die Theorie des 
Fizeanachen Versnchea gehen wir im nächsten Paragraphen ein; 
am Schlüsse des Bandes behandeln wir dann die Elektrodyna- 
mik schneller Bewegungen, insbesondere der Bewegung der 
Erde im Weltenraume, wobei die Minkowskischen und die 
Cohnschen Grund gleichun gen nicht mehr miteinander überein- 
stimmen. 

Was die Bedingungen an der Grenzfläche zweier bewegter 
Körper anbelangt, so folgen diese aus den Hauptgleichungen 
(le, Ile), indem man von dem allgemeinen Falle eines stetigen 
Überganges zwischen den Körpern ausgeht und die Diskontinuität 
als Grenzfall betrachtet. Werden die Materialkonstanten und 
damit auch die räumlichen Dichten i des Leitungsstromes und 

-öT- des Verschiebungsatromes (durch mitbewegte Flächen) als 

endlich angenommen, so folgt aus (le): An der Grenzfläche zweier 
bewegter Körper ist der Flächenwirbel (Bd. I, § 29) des Vek- 
tors §' gleich Null; dementsprechend ergibt sich aus (Ile): Der 
Flächenwirbel des Vektors @' ist gleich NuU. Es verhalten 
sich also die Tangentialkomponenten der Vektoren ®' 
und ^' stetig. 

Ein Ausnahmefall liegt vor, wenn man den idealen Grenz- 
fall eines vollkommenen Leiters (oder Spiegels) in Be- 
tracht zieht, d. h. (vgl. Bd. I, § 78) eines Köi-pers von der Leit- 
fähigkeit 6 = oo. Hier kann die räumliche Dichte i des 
Leitungs ström es unendhch, seine Fliichendicbtej endlich werden; 
in das Innere des vollkommenen Leiters dringt das Feld nicht 
ein. Aus der Beziehung, welche der ersten Hauptgleiehnng (le) 
gemäß zwischen j und dem Flächenwirbel von §' besteht, 
folgt: 

(196) 



[P'n]-'-^]. 



Dabei ist n ein Einheitsvektor, welcher die nach dem 
Innern des Leiters weisende Normalen rieh tung anzeigt, und es 
bezieht sich §' auf die Oberfläche des Leiters. Ähnlich f' 
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aas (nie) zwischen der FBcheudichte ro der Elektrizität und 
dem Vektor ® an der Leiteroberfläche die Beziehung 

(196a) -(S)n) = ra. 

Anch an der Oberfläche des idealen Leiters ist nach (He) 
der Flächenwirbel von 6', nach (IV e) die Flächendivergenz von 
B gleich Xull. Da nun im Innern des Leiters kein Feld be- 
steht, so folgen fÖr die Werte jener Vektoren an der Ober- 
üäcbe die Bedingungen 
(196b} [e'ii] = 0, 

(196c) (Öii) = 0. 

Dieses sind die an der Oberfläche eines bewegten 
vollkommenen Spiegels vorzaschreibenden Grenz- 
bedingungen. 

§ 39. Der Versuch von Fizeaa. 

Über die Fortpflanzung des Lichtes in strömendem Wasser 
ist von Fizeau ein Versuch angestellt worden; von Michelson 
und Morley wiederholt, stellt dieser Versuch ein Esperimen- 
tum crucis dar, welches gegen die Hertzsche Optik bewegter 
Körper entscheidet. Wir woUen nicht versäumen, die Theorie 
dieses Versuches aus den Feldgleichnungen des vorigen Para- 
gi'aphen abzaleiten. 

Bei den Versuchen gelangten zwei Lichtbündel zur Inter- 
ferenz, welche zwei parallele Röhren durchsetzt hatten. Wurde 
das in den beiden Röhren enthidtene Wasser in entgegen- 
gesetzten Richtungen in Strömung versetzt, so erfolgte eine 
Verschiebung der Interferenz et reifen; aus dem Betrage der Ver- 
schiebung konnte die Veränderung der Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des Lichtes infolge der Bewegung des Wassers er- 
mittelt und mit der Theorie verglichen werden. 

Es handelt sich also hier um Lichtwellen, welche parallel 
der Geschwindigkeitsrichtung, oder in dem entgegengesetzten 
Sinne sich fortpflanzen. Wir legen die r -Achse in die Be- 

— ■ungsrichtung des Wassers, setzen 1 — = ß imd betrachten 
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zunächst einen geradlinig polarisierten Lichtstrahl, in dem die 
elektriachen Schwingungen der a;-Ächae, die magnetischen der 
y- Achse parallel erfolgen. 

Die Hauptgleichuugen (le, De) ergeben für Nichtleiter 

'c ' dt ' 



(197) 



de 



cz 



e dt 



Dabei gelten, nach E, Cohn strenge, mich Minkowski bei 
VernachläsBigung von ß^, die Beziehungen (Ve, VIe): 

(19Ta) i7c%^= {*&':, + ß^'y, 

(197b) 8^=,i§; + ,3e;. 

Wir verstehen unter v die Zahl der Lichtschwingungen, 
gemessen in einem Punkt des bewegten Wassers, unter w die 
gesuchte Geschwindigkeit des Lichtes relativ zum Wasser und 
bringen dementsprechend die Abhängigkeit der Feldkomponenteu 
TOn t und e für einen Punkt des Wassers durch dem kom- 
plexen Faktor zum Ausdruck: 

Da iu (197) die Differentialquotienten nach der Zeit sich 
ebenfalls auf einen Punkt der bewegten Materie beziehen, so 
folgen, mit Rücksicht auf (197a, b), die in di, §^ homogenen 
Gleichungen 



(198) 


n 

» 




■wobei, 


abkürzungswei se, 


gesetzt ist: 


(198a) 




c 
n = —r. 

1(1 


Es 


resultiert für n 


die Gleichung 


(198b) 


in- 


-ff^B^^n', 



wo n den Brechungsindex für Lichtwellen dieser Schwingungs- 
zahl in ruhendem Wasser darstellt. Die Maxwellsche Rela- 
tion, die hier herangezogen ist, würde zwar nur für ein dis- 
pers ionsfreies Medium gelten. Für einen Körper mit Diaper- 
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aioa ist dann i oder (i, oder es sind beide Größen ala Fonk- 
tionen der SchwingungsKalil des Lichtes zu betrachten, derart 
daß das Produkt beider der Diapersionskurve des Körpers ent- 
Bpricht. Dem BreehimgsiDdex n ftlr den Fall der Rnbe ord- 
nen sich für den Fall der Bewegung nach (198 b) zwei Werte 
von n zu: 
(199) n'=n+ß bzw, n {n — ß), 

Ton denen der erste einer Lichtfortpflanzong parallel, der zweite 
entgegen der Strömung des Wassers entaprieht. 

Nehmen wir den ersten Wert und vernnclJässigen Größen 
der Ordnung ß-, so bestiranat Bieh durch 

lO' _ 1 _ i_ ß_ 
e n n n' 



(199 a) 



die Relatirgeachwindigkeit der Wellen gegen das 
strömende Wasser. 

Die Geschwindigkeit der Lichtwellen, welche ein ruhender 
Beobachter wahrnimmt, ist demnach w", wo 



(200) 



V=T + ^ = i + ^('-a- 



Der Fall der Lichtfortpflanzung entgegen der Strömuugs- 
richtung des Wassers ergibt sich durch VorzeichenweebBel 
Ton ß. 

Nach der Hertzseheu Theorie würde die Relativgescliwin- 
digkeit der Wellen gegen das strömende Wasser dieselbe sein 
wie gegen ruhendes Wasser. Die Wellen würden bei der Be- 
wegung einfach mitgefühii werden. Nach der soeben ent- 
wickelten Theorie ist das nicht der Fall; infolge der Bewegung 
des Wassers wird die Geachwindiglceit des parallel sich fort- 
pflanzenden Lichtes nicht um | In | , sondern nur um einen 

Bruchteil von | to 1 vermehrt. Der Faktor (l -J in Glei- 
chung (200), der diesen Bruch angibt, wird der „Fresnelache 
Fortf'ührungakoeffizient" genannt. Fresnel war es, der 
zuerst die Annahme ruhenden Äthers vertrat, welche dann von 
H. A. Lorentz der elektromagnetischen Optik bewegter Körper 
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zugrunde gelegt wurde. Nach der Theorie von H. A. Lorentz, 
deren Ausätze fiir nicht raagnetisierbare Körper mit denjenigen 
von E. Cohn und H, Minkowski übereinstimmen, entspricht 
der Fortführungskoeffizient durchaus dem Faktor fl— — |, 
welcher in der Theorie des Versuches von H. A. Wilson eine 
Rolle spielt; er rührt, nach der Auffassung der Elektronen- 
theorie, daher, daß nur der au der Materie haftende Bruchteil 
der elektrischen Verschiebung durch die Bewegung der Materie 
im magnetischen Felde beeinflußt wird. Die Versuche von 
Fizeau, Michelson und Morley, welche die Gültigkeit jenes Aus- 
druckes für den Fortführungskoeffizienten bewiesen haben, 
zeigen, daß die im vorigen Paragraphen aufgestellten Grund- 
gleichungen der Elektrodynamik auch die Optik bewegter Kör- 
per umfassen. 

Dabei kommen zwar die Unterschiede in den Theorien 
von H. A. Lorentz und von E. Cohn und H. Minkowski nicht 
wesentlich in Betracht, da bei den rasch wechselnden Feldern 
der Lichtwellen die para- und dia- magnetischen Eigenschaften 
der Dielektrika ohne Einfluß sind. Immerhin ist es bemerkens- 
wert, daß nach Cohn und Minkowski auch für den Fall ji § 1 
der Fresnelsche Koeffizient durch den Brechungsindex des 
Körpers bestimmt ist, während er nach H. A. Lorentz nur 
von der Dielektrizitätskonataute abhängen würde. Wir er- 
kennen hier den Fresnelschen Koeffizienten als denjenigen 
wieder, durch dessen Wert wir die verschiedenen Theorien der 
Elektrodynamik langsam bewegter Körper in § 38 kennzeichnen 
konnten, 

§ 40. Der Druck der Strahlung auf bewegte Fläohen, 

Wir haben bereits in § 5 dieses Bandes von dem elektro- 
magnetischen Lichtdruck gesprochen. Die Gesetze des Licht- 
druckes sind von grundlegender Bedeutung für die thermo- 
dynamische Theorie der Welleastrahlung. Wir dürfen daher 
nicht versäumen, diese Gesetze hier zu entwickeln; auch dürfen 
wir uns nicht auf ruhende Flächen beschränken, sondern wir 
müssen die Betrachtungen auf bewegte Flächen ausdehnen. 



^^»^ .krfMt '''« ?!£tf[«i •«>& % DB :m 'S 

.««•JianiK^a« 3g^'*yingig*tiag tts - -nigwr r i i iiygBrTi SorptifiK 

ftrt-tatf. . i*r a"-j:'fj.i...4ii>iAii ~^:-»"t -i-i^ ia. WSraLa. Dia 
I&n<^T.^ t«n «oäulendoi LieBm Jndec seh. mtwäs äe oiuiiE 

^^n-ir^tbtelc Jic. in 'i«m. satekruesaL rii'-m T-^fiöcr; ine Be- 

vMMai S'Ä^pvaivMaSxst inÖea. mub. üt 'ibit-^inai. wirMigfa^ 
fC6r^ .a fi^r 5^3S<ir mir viaaShexz naizmer:. Ascit, (tie beKa 
^•«([rI .<ia<t Aytbt Vir-kioimeiL !\iazLk. xiui ife im. ao&IbxiiiaL 
Ia^Ma v4(»är<c«tKa Fläi^Len »ind aicät »bsoini: küivxcx. Iunn^r- 
hvrt iat H> f(i«aliai«mii^ wel«fae aieti üs Tiüocfi eriaabt nt- 
(l^m n« VA v'>llk''>miiMa. obaikai o<ier TQilknmimm. «kwu^n. 
(^ii<m «prii^ly aiebt beAaikiitffai>r aXs die Annafane aocnr 
K^irp^ in '1«T' JfAelianik, idealer Gase oder ideaLa' voiiäBiUa' 
/>>m-rt((«n in rl^r Th^rmodjtutmik. I»9e Iiieali.*iening am^- 
lirtht M, «i<^ ixri fl«r Ableitung «ier ätrafalrajgsee««™ toh dea 
tMi^i'li'illffn Kt];«r.«*,h«ft«n der Körpi^r rmaKhärrgig m mächea. 
fn 't«r Tai tin'l «tifi Kfitvif^k^lnngeD der folgmd^i Psragnphea 
nnttUhittf(ii( vf/n jwW >>e*r>ndeTen Hrpothese aber die Zahl 
rtri't 'li*> KttfKMf.ttafUm der MolekQU nnd der Elektronen. Sie 
>r«Trrf(i'<rr mK«!!» »uf lUm 'tmndhypothesen der Elektronen theoiie, 
w*f\'ht in litm <irnntiff\»!ichttngea ß bis Vj des § 4 ihre mathe- 
iimii^im F'ir/n itlpBriitig gewonnen haben. Die Grenzbedingungen 
ftn fW tHrnri\anhn dm rwllkommenen Spiegels, welche wir am 
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Schlüsse des § 38 aufgestellt hatten, gelten für beliebige 
Geschwindigkeiten des Spiegels, wenn anders jene Grund- 
gleichungen die Einwirkung der Leitungselektronen des Spiegels 
auf die elektromagnetischen Vorgänge im Räume richtig for- 
mulieren. 

Wie bereits in § 5 erwähnt wurde, bestimmt sich für voll- 
kommen schwarze und vollkommen spiegelnde Flächen, welche 
im leeren Räume ruhen, die p on de ro motorische Kraft des Feldes 
ToUatändig durch den in Gleichung (17) angegebenen Vektor 

[n ist ein der äußeren Normalen n paralleler Einheitsvektor). 

Diese Flächenkraft ist nichts anderes als die auf die 
FläiCheneinheit bezogene Resultierende der MaxweUschen Span- 
nungen, Würde es sich um einen Korper handeln, in dessen 
Inneres das elektromagnetische Feld eindringt, so würde, wie 
in § 5 dargelegt wurde, bei der Berechnung der resultierenden 
elektromagnetischen Kraft noch die zeitliche Änderung der im 
Körper enthaltenen elektromagnetischen Bewegungagröße in 
Rechnung zu setzen sein. Für solche Körper jedoch, die ron 
absolut schwarzen oder blanken Flächen umschlossen sind, fällt 
dieses Glied der resultierenden Kraft fort. Die resultierende 
Kraft des elektromagnetischen Feldes ergibt sich durch Inte- 
gration der Flächeukraft I über die Oberfläche des ruhenden 
Körpers. 

Wie ändert sich nun der Wert der Flächenkraft, wenn 
der Körper sich im Vakuum bewegt? Dann erhält die Flächen- 
kraft einen Zuwachs, da Bewegungagröße infolge der Bewegung 
aufgefangen wird. Ist U) die Geschwindigkeit des betreffenden 
Punktes der schwarzen oder blanken Fläche, so ist die von 
dem Fläeheneleniente df bei seiner Bewegung in der Sekunde 
aufgefangene elektromagnetische Bewegungsgröße 

Diesen Zuwachs erfährt die an df angreifende elektro- 
magoetische Kraft durch die Bewegung des Fläch enelement es 
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Ea folgt für die auf die bewegte Flächeneinheit be- 
zogene Kraft des Strahlungsdruckes 

(201) i' = a: + tti„fl. 

Aus (17) und (18) erhalten wir den Ausdruct dea Vek- 
tors %' durch die elektromaguetischen Vektoren 

(901a) 8;tI'=2ge„+2ß§„-n(e'+§^) + '-^"[(S^]. 

Für einen bewegten Körper, der von einer absolut schwarzen 
oder blanken Fläche begrenzt ist, ergibt sich die resultierende 
Kraft der Strahlung durch Integration von %' über die Ober- 
fläche. 

Wir wollen den erhaltenen Ausdruck noch etwas um- 
formen- Wir gehen dabei aus von der Ideutität 

(202) wje^] + e„L§io] + §„[K,g] = n(iD[e§]). 

Diese beweist man, indem man die Komponente nach 
irgendeiner Eichtuug nimmt, die man mit der x-Achse zu- 
sammenfallen lassen kann. £b ist 

tu Ui m 

n',[<s§L+ej§tt'L+§.[toeL= (&[ % e. 

0- §s, P. 

Diese Determinante jedoch ist gleich 

Hf^ IV„ |Vj 

cos(na;) e, % e. =ii«(w[e§]), 

d. h. gleich der 3;-Komponente der rechten Seite von (209). 
Drückt man nun den letzten Term in (201a) in der durch 
(202) angezeigten Weise aus, bo erhält man 

(202a) 8:tr = 2e'e„-}-2r©,-n(e«+§'-|(ni[e§])}, 

wo (£' und §' die Vektoren sind: 

(203) e'=e + i[w§], r-§-7l 
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Meui überzeugt sieh übrigens leicLt daTon, daß diese Vek- 
toren mit den in § 38 ebenso bezeiclmeten identisch sind; für 
den FaU 

£ = 1, f.^1 

folgen aus den Relationen (195a — d) ebenfalls die in (203) 
angegebenen Äiisdrilcke von ©', §', und es folgt gleichzeitig: 

Aus (203) erhält man 

(203a} e6'=e'-|(iii[e§]), 

(203b) §§' = §*- ^(i"[e§]); 

auf Grund von (202 a) ergibt sieh 

(204) 8;rS'= 2e'e„-|- 2§'§„- n {««'+ 0&'} 

als allgemeiner Ausdruck der elektromagnetischen 
Flächenkraft durch die elektromagnetischen Vek- 
toren. 

Handelt es sich um eine bewegte schwarze Fläche, so sind 
für S und § die Feldstärken der einfallenden Wellen zu setzen; 
denn reflektierte Wellen sind hier de finitions gemäß ausgeschlossen. 
Anders bei dem bewegten Spiegel. Hier erfolgt die Reflexion 
so, daß an allen Punkten der spiegelnden Fläche die Grrenz- 
bedingungen (196b, c) erfiült eind, welche das Verschwinden 
der tangentieUen Komponenten von @' und der Normal- 
komponente von ö Terlangen. Hier, wo der Spiegel sich im 
leeren Räume bewegt, ist an seiner Oberfläche 18 mit © identisch, 
wie wir soeben bemerkten. Da nun 

§„=0, [rn] = 
und Bomit (vgl. Bd. I, Formel S, 8, 452) 

= [g[g'n]] = d'®,- n(ee'), 



BO erhalten wir 
(204 a) 



i:t 



%' 
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oder auch, mit Bfieksiclit anf (203a, b) 
(204b) 8«I'=ii{r-©*}- 

Jede dieser beiden letzten Formeln bestimmt die 
Flächenkraft des elektromagnetischen Feldes aaf einen 
beliebig bewegten Spiegel. Da n ein der äoßeren Nor- 
malen paralleler Einheitsvektor ist, so ist die Flachenkrafb %' 
stets senkrecht zur spiegelnden Fläche gerichtet. Es übt der 
Strahlungsdruck keine tangeutiellen Kräfte auf die 
Toltkommen spiegelnde Fläche ans. 

Die Formel (204b) ist insofern bemerkenswert, als in 
derselben die Bewegung des Spiegels explizite nicht auftritL 
Für einen ruhenden Spiegel erhält man jene Formel, indem 
man den Faraday sehen Längszug der zur leitenden Fläche 
normalen elektrischen Kraftlinien und den Querdruck der tan- 
geutiellen magnetischen Kraftlinien (Bd, I, § 97) zusammenfiigt. 
Für einen bewegten Spiegel ist diese Deuttmg nicht zulässig; 
hiLT tritt %' an Stelle von X, auch ist nicht 6, sondern K' 
der Vektor, welcher die Kraft auf die Einheit der am Leiter 
haftenden Elektrizität anzeigt, und der daher senkrecht zur 
vollkommtin leitenden Fläche gerichtet sein muß. Dennoch 
ist der formale Zusammenhang des Lichtdruckes mit den Feld- 
stärken nach (204h) für den bewegten Spiegel der gleiche wie 
für den ruhenden. Natörlich sind die Werte der Feldstärken 
an der Spiegeloberfläche ihrerseits von der Bewegung des 
Spiegels abhängig. 

Wir betrachten zunächst ebene Wellen, die senkrecht auf 
einen ruhenden ebenen Spiegel fallen. Die Spiegelebene 
werde als (j/Ä)-Ebene gewählt. Die Feldstärken 6i, §, der 
einfallenden Welle seien parallel der (— i/}-Achse bzw. der 
i-Achae, diejenigen der reflektierten Welle @ai0a parallel der 
y-Achse bzw. der .a-Achse. Da für diese ebenen Wellen 
(205) _©,„_!,,., (j. 



"'i 



^1,- %,-Pi. 



ist, und da au der spiegelnden Fläche die Grenzbedingung 
vonreschriebcn ist 

e,= ff. +e,^'0, 
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80 folgt 
und daher 

Eb findet sich demnach der normale Lichtdruck 
auf den ruhenden Spiegel bei senkrechter Inzidenz 
des Lichtes 

(206) p = ^0f,= ±(g!,+ gf.j 

gleich der doppelten Energiedichte der einfallenden 
Welle. 

Wir gehen jetzt zum bewegten Spiegel über; die Be- 
wegung erfolgt parallel der änßeren Normalen n, die jetzt mit 
der «-Achse zusammenfällt, d. h. entgegen den einfallenden 
Wellen. Die Beziehungen (205) gelten auch jetzt noch, aber 
die Grenzbedingung ist eine andere; es soll die tangentielle 
Komponente des durch (203) definierten Vektors S' ver- 
schwinden. Setzen wir —^=-ß, so folgt aus 

= «; = «,-^0,= Sij,- ^#1.-1- e»^- ^&„ 

mit Rücksicht auf (205) 

(207) e,.=-§..[±|; 
ferner wird (204 b) 

(207a) 8«%' ii§!(l - ß^ . 

Da nun, gemäß (207), gilt 

2 

80 folgt 

(207b) 8^r=-n.4©hyiJ- 

Der Druck des senkrecht einfallenden Lichtes 
auf den ihm entgegen bewegten Spiegel wird hiernach 
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Er wird durch die Bewegung dea Spiegels im Verhältnis 
1 -|- /5 : 1 — ^ gesteigert und wird unendlich, wenn der Spiegel 
sich mit Lichtgeschwindigkeit bewegt. Eine Bewegung des 
Spiegels mit LichtgcBchwindigkeit der aoffallendeu 
Strahlung entgegen erfordert unendliche Arbeits- 
leistung und ist daher physikalisch nicht realisierbar. 

Die Arbeitsleistung gegen den Druck der Strahlung bringt 
eine Steigerung der Amplituden des reflektierten Lichtes mit 
sich, welche durch (207) gegeben ist. Mau überzeugt sieh 
unschwer davon, daß die erhaltenen Ergebnisse mit dem 
Energieaatze und dem Impülasatze in Übereinstimmung sind. 
Wir wollen indessen hierauf an dieser Stelle nicht eingehen. 
Weiter unten (§ 42) werden wir das Problem der Licht- 
reflesion durch einen bewegten Spiegel für den allgemeineren 
Fall schiefer Inzidenz bebandeln, und gerade die Im puls - 
gleichuugen und die Energiegleichung werden dort an die 
Spitze gestellt werden. 

§ 41. Der relative Strahl. 

In der elementaren Theorie der Aberration bestimmt man 
die Richtung des relativen Strahles bekanntlich folgender- 
maßen. Man denkt sich den Strahl durch eine Oßhung 

tretend, und, nach Durchlaufung 

Ö->^^:n — ^2 ^.'.._^ der Strecke OP, im Aufpunkte 

P eintrefl^end. Der in P be- 
findliche Beobachter und der 
Schirm, dessen Offnimg ist, 
mögen die gemeinsame kon- 
stante Translationsgesch windig- 
keit m besitzen. Dann ist die 
Öffnung zu der Zeit, wo das Licht 
in P eintrifft, bereits nach 0' gelangt (vgl. Abb. 5), und der 
Beobachter, der von der Bewegung keine Kenntnis besitzt, 
wird O'P als Strahlricbtung bezeichneu. Die Richtung des 
relativen Strahles ist hiernach diejenige des Vektors 

c'=c — », 




Ahh. 3. 



§41. 
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der die Relativgeschwindigkeit von Licht und Be- 
obachter darstellt. Schon Bradley erklärte durch diese vom 
Standpunkte der Emiaaionstheorie des Lichtes ohne weiteres 
einleuchtende Konstruktion die Aberration des Fixs temlich tes 
infolge der Umlaofsbewegung der Erde; der diese UmlaufB- 
bewegung darstellende periodische Teil derErdgesehwindigkeit lo 
gibt zu einem periodischen Wechsel der Richtung des relativen 
Strahles und damit zu einer jährlichen Periode der scheinbaren 
Orter der Fixsterne Veranlass iiug. 

Zunächst wollen wir einige Beziehungen ableiten, die aieh 
ans dem Dreieck der Vektoren t, W, c' ohne weiteres ergeben. 
Der Betrag von r' ist 

(209a} c' = cYl +^*-2/Jcoe^ (^ = ^■ 

Aach hat man 



(209 b} 
(209 c} 



- = coa;i: — ß coa^, 



C COB( 

c 



= 1 — ß coa 93 . 



Ist ra der räumhche Öflftiungswinkel eines in P sich ver- 
einigenden Strahlenbündels, so entspricht ihm im relativen 
Strahlengange der Üffimingswinkel ro', der sich folgendermaßen 

beatimmt 

m dcosqi ain qj f/gi 



(210) 



Das leuchtet sofort ein, wenn man P als Anfangspunkt eines 
Systemes von Polarkoordinaten betrachtet, dessen Achse durch 
die Richtung von Ui gegeben ist. Der Strahlenkegel der rela- 
tiven Strahlen liegt dann zwischen denselbeu Meridianebenen 
wie dei^enige der ahaoluten Strahlen; er erscheint nur zwischen 
zwei andere Breitenkreise verlegt. 

Aus dem Dreieck der Abb. 5 folgt nun 
aina; c' 



91 
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Da femer 



simfi c 



hier als Konstante zu betrachten ist, so gilt nach (309b) 



i-li = i-^ 



nnd folglicli 
(210 a) 



coa ^ c 

cos X c COB X ' 



c cos j; 



Der Begriff „Strah!" ist nicbt nur ein geometrisclier, 
sondern aucb ein physikalischer; der Betrag des Strahlvektors 
oder die „Strahlung" wird gemeesen durch die auf Zeiteinheit 
und Flächeneinheit bezogene Wärmeentwickelung in einer 
senkrecht zur Strahlriehtung ge stellten schwarzen Fläche. 
Wir haben in diesem Werke bisher nur von der „absolnteu 
Strahlung" S gesprochen, die durch eine ruhende, senk- 
recht zu ® (oder c) gestellte schwarze FBiche definiert ist. 

Es bestimmt (vgl. § 5) - gleichzeitig die in der Sekunde auf 

den Quadratzentimeter fallende Bewegungs große des Lichtes 
oder die Kraft des Lichtdruckes auf die schwarze Fläche. Der 
absoluten Strahlung stelleii wir jetzt die „i-elative Strah- 
lung" S' gegenüber; diese wird gemessen durch die Wärme- 
entwickelung, welche in der Sekunde im Quadratzentimeter 
einer zur relativen Strahlrichtung (d. h. zu c'J senkrechten 
bewegten schwarzen Fläche stattfindet. Sie berechnet sich 
folgendermaßen: 

Die Energiemenge, die in der Sekunde durch die 
Flächeneinheit einer im Räume zu t' senkrechten, bewegten 

(gedachten) Fläche hindurchtritt, ist S ■ — ; wir können diese 

auch (vgl. g 14) als „relativen Energieatrom" bezeichnen. 
Um die Wärmeentwickelung in der schwarzen Fläche zu be- 
stimmen, haben wir noch die Arbeitsleistung des Lichtdruckes 
zu subtrahieren. Die in der Sekunde auf die Flächeneinheit 

auffallende Bewegungsgröße ist — ■ — , ihre Richtung ist diejenige 
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des absoluten Strables; Bie gibt die Drackkraft der Strablung 
auf die schwarze Fläche an. Folglich ist die Arbeitsleistung 

des Strablungsdruches -^Ito®), und daher die relative 
Strahlung 

(211) 5'=^ 5-^^ («.©). 

Da es sieb hier um ebene Wellen handelt, bei denen ® 
parallel zu c ist, so wird mit Rücksicht auf (209) 

(21U) Ä'=^^;(t'S)=.S^'coax. 



(211b) 



Auf Grund von (210a) können wir auch schreiben 
S' S 



e <a CM 



Verstehen wir jetzt unter dem „relativen Strahle" einen 
Yektor ®', dessen Richtung diejenige von t' und dessen Betrag 
die relative Strahlung S' ist, so erhalten wir aus (211a) ohne 
weiteres den für ebene Wellen gültigen Ausdruck von ®' 

(211c) ®'=f^(t'®). 

Wir wollen dieser synthetischen Ableitung des relativen 
Strahles eine analytische gegenüberstellen, indem wir von dem 
allgemein gültigen Ausdruck von ©' durch die elektromagne- 
tischen Vektoren ausgehen. Für ebene Wellen gelangen wir 
auf diesem Wege zur elektromagnetischen Begründung der 
obigen Konstraktion der relativen Strahlrieb tun g. 

Der absolute Strahl wird bestimmt durch den Poyntingachen 
Vektor 

(212) ® = ^[e§]; 

derselbe gibt den Energiestrom durch eine ruhende Fläche an. 
Der relative Energiestrom nach einer durch n gekenn- 
zeichneten Richtung ist 

(212a) ®„-«»,^ie'+§*), 

21* 
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er stellt die Energiemenge dar, welche in der Sekunde durch 
den Quiidratzentimenter einer bewegten, senkrecht zu n geateUten 
(gedachten) Fläche im Räume hindurchtritt (vgL § 14, Glei- 
chung 76 b). 

Die auf die Flächeneinheit berechnete Kraft des Strahlunga- 
druckes ist durch (201a) gegeben. Handelt es sich um die 
relative Strahlung auf bewegte schwarze oder blanke Flächen, 
so ist die Arbeitsleistung der Flächenkraft %' von (212a) zu 
subtrahieren. Du n jetzt nicht wie im vorigen Paragraphen 
der von der Fläche fortwei senden, sondern der nach ihi- hin- 
weisenden Normale parallel ist, SO ist die Arbeitsleistung 
des Strahlungsdruckes an der bewegten Fläche zu 
schreiben 

(212b) (mr) = - ,^(2e„(«ie} + 2§,(m§) ~ n.,(e^-h &«) 

Die Differenz von (212a) und (212b) ist es, die sich als 

Wärm eent Wickelung in einer senkrecht zu w gestellten, be- 
wegten schwarzen Fläche kundgibt. Wir verstehen unter der 
„relativen Strahlung" parallel der durch « gekennzeichneten 
Richtung eben diese Differenz: 

©™ + Ä{e.(»'e) + §>&)-«'«(*«H§^ + ""(iD[e&]))- 

Wir können hiernach die relative Strahlung nach 
irgendeiner Richtung auffassen als Komponente des 
Vektors 

(213) ®'^@ + A[g(„®) + §(„§)_„(g.+ ^s) 

-l-^(tt.[®§])j. 

Dieser Vektor ist der relative Strahl. 

Wir wollen an Stelle der Vektoren 6, @ die durch (203) 
definierten Vektoren ft' und 0' einführen; wir berechnen deren 
äußeres Produkt 
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(213a) [g' §'] = [m] - 1 [e [w m] - 1 [& [w m] 

+ i[[tt.e],[iD$]]. 

Nach Regel (d) und (y) der FornielzusammenBtelluiig in 
Bd. I, S. 452 iBt: 

[e[niß]] = 106^-6(10(1) 

[§[I»&]] = W#*-#(W©) 
[[10 S], [m^]] = m ([m«] ^) - § ([me] w) = m (lo [«§]) ■ 

Demnacii ei^ibt sich, wenn man (213a) mit — multi- 
pliziert, ein Vektor, der mit (213) identisch ist. Es ist also 
der allgemeine Ausdruck des relativen Strahles durch 
die elektromagnetischen Vektoren 



(213 b) 



®'=4?i[eT]- 



Die Komponente dieses Vektors nach irgendeiner 
Richtung ergibt die Würmeentwickelung in einer senk- 
recht zu dieser Richtung gestellten, mit beliebiger 
Geschwindigkeit bewegten schwarzen Fläche an. Die 
Nonnale derjenigen Stellung der schwarzen Fläche, welche 
maximaler Wärmeeatwickelung entspricht, ist der physikalischen 
Definition des Strahles gemäß die relative Strablrichtung. 

Wir haben den Nachweis zu erbringen, daß für ebene 
Wellen die zu Beginn dieses Paragraphen gegebene elementare 
Ableitung des relativen Strahles aus (213b) hervorgeht. 

Für eine ebene, geradlinig polarisierte Welle bilden Ge- 
schwindigkeit r, elektrische und magnetische Feldstärke ein 
Tripel aufeinander senkrechter Richtungen. Man hat, da die 
Beträge der beiden Feldstärken einander gleich sind, 

= |[ce], e=-^[0t]. 
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Ao» (203) und (209) folgt 
Detnuacfa wird der relative Strahl 
was nacli Eegel (Ö) nnd (y) in Bd. I, S. 452 übergeht in 

S'=i(t'S). 



oder 
(213 c) 



Damit sind wir, von der elektromago et lachen Definition 
(■213 bj des relatiren Strahles ausgehend, für ebene Wellen zu 
(21lc) zurückgelangt. Wir sehen, daß S' parallel der Relativ- 
geschwindigkeit r' des Lichtes gegen die auffangende Fläche 
ist, daß mithin die elementare Konstruktion der rela- 
tiven Strahlrichtung auch vom Standpunkte der auf 
den elektromagnetischen Feldgleichungen des | 38 
fußenden Theorie gerechtfertigt ist. Gleichzeitig erhalten 
wir den Ausdruck f211a) bzw. (211) für die relative Strahlung 
ebener Wellen wieder. 

Die Konstruktion des relativen Strahlenganges bemht 
wesentlich auf der Voraussetzung, daß die Lichtfortpflanzung 
im Räume durch die Bewegung der Körper nicht beeinflußt 
wird. Die von dieser Konstruktion ausgehende Aberrations- 
theorie fußt demnach auf der Annahme „ruhenden Äthers". 
Die Annahme, daß der Äther sich nicht mit der Erde bei 
ihrem Umlauf um die Sonne mitbewegt, war es, die Freanel 
der Aberrationstheorie zugrunde legte. Im Gegensätze hierzu 
nahm Stokes an, daß der Äther von der Erde mitgeführt wird; 
hier werden die Gesetze der Aberration des Fixstern licht es nur 
durch äußerst komplizierte und willkürliche Hypothesen über 
die Bewegung des Äthers in der Umgebung der Erde gewonnen. 
Von den elektromagnetischen Theorien entspricht die Hertz- 
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gebe der Stokesachen, die LorentzBche der Fresnel sehen. Die 
Erklärung der Aberration vom Standpunkte der Hertzechen 
Elektrodynamik bewegter Körper aua begegnet ähnlichen 
Schwierigkeiten wie die Stokeasche anf der elastischen Liciit- 
theorie üißende Erklärung. Vom Loreutzschen Standpunkte aua 
erklärt sich die Aberration ganz ungezwungen; es ist eben die 
Bewegung der Erde gegen ein durch die Isotropie der Licht- 
fortpflanzung gekennzeichnetes Bezugsaystem, welche die jähr- 
liche Periode der relativen Strahlrichtungen bedingt. Anderer- 
seits gibt die Hertzsehe Theorie ohue weiteres von der Tatr 
Sache Rechenschaft, daß die elektromagnetischen und optischen 
Vorgänge, welche sich ausschließlich an der Erdoberfläehe 
abspielen, genau so verlaufen wie in einem ruhenden Systeme. 
Die Grundvorstelluugen der Elektronentheorie hingegen legen 
die Vermutung nahe, daß die Umlaufsbewegung der Erde auch 
diese Erscheinungen beeinflußt, und daß es möglich sein sollte, 
durch elektrodynamische oder optische Versuche im Labora- 
torium die jeweilige Richtung der Erdbewegung festzustellen. 
Daß diea nicht der Fall ist, beruht nach H. A. Lorentz auf 
einer merkwürdigen Kompensation der Wirkungen; wir kommen 
später darauf zurück. 



§ 42. Die Reflexion des Lichtes duich einen bewegten 

Spiegel. 

Wir behandeln in diesem Paragraphen das Problem der 
Reflexion dea Lichtes durch einen in gleichförmiger Trans- 
lationsbewegung begriffenen, vollkommen blanken Spiegel'). 
Wir könnten dabei in ähnlicher Weise vorgehen, wie ea im 
§ 40 für den Fall senkrechter Inzidenz geschah, wo neben 
den Gesetzen der Lichtfortpflanzung im Kaurae die an der 
spiegelnden Fläche vorgeschriebeneGrenzbedingung herangezogen 
wurde. Wir ziehen es indessen vor, die allgemeinen Impuls- 
sätze und den Energiesatz zugrunde zu legen. Auf diese 
Weise treten die Voraussetzungen, auf denen die gegebene 
Lösung beruht, deutlicher hervor: Es ist erstens die Grund- 
hypothese der Elektronentheorie, daß die Lichtfortpflanzung 
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im Räume durch die Bewegung der Körper (hier des 
Spiegels) nicht beeinflußt wird. Zweitens die Annahnie 
einer BewegiingsgröBe der Lichtwellen, welche der Rich- 
tung nach darch den abaoluten Strahl bestimmt, dem Betrage 
nach dem Quotienten aus der Energie und der Geschwindig- 
keit des Lichtes gleich iat; diese Annahme kommt schon 
bei der Ableitung des Lichtdruckes auf ruhende Flächen ins 
Spiel. Drittens endhch die Eigenachaft des idealen Spiegels, 
die in § 40 abgeleitet wurde, keiner seheerenden Druckkraft 
des Lichtes ausgesetzt zu sein. Diese dritte Voraussetzung 
kann, wie sich zeigen wird, auch durch das Huyghensache 
Prinzip ersetzt werden. 

Wir legen die (i/^)-Ebene in die Spiegelebene, die a;-Achse 
weise nach außen. Es bezeichnen |3^, ß^, ß^ die durch c ge- 
teiltenKoraponentenderTrauslationsgeschwindigkeit des Spiegels. 
Es seien — a^ und + «^ die Kosinus der Winkel, welche die 
absoluten Strahl richtungen der einfallenden und der reflektierten 
Welle mit der a^-Achse einschließen. Das Licht sei mono- 
chromatisch, und es seien Vj bzw. j'^ die Schwingungszahlen 
der einfallenden und reflektierten Wellen an einem im Räume 
festen Punkte; v' hingegen sei die Schwiagungszahl an einem 
Punkte des bewegten Spiegels. Dem Dopplerscheu Prinzip 
(§ 14) zufolge sind die Schwingungszahlen v und v' der an 
einem festen und einem bewegten Punkte gezahlten Lichtwellen 
durch die allgemeine Beziehung verknüpft 



(214) 



— = 1 — ß cos cp. 



Dabei ist tp der Winkel des absoluten Strahls gegen die 
Bewegungsrichtung. Diese Formulierung des Doppl ersehen 
Prinzips gilt sowohl dann, wenn der Beobachter sich bewegt, 
als auch wenn die Lichtquelle sich bewegt, falls unter v jedes- 
mal die Schwingungazahl an einem absolut ruhenden Punkte 
verstanden wird. Aus (214) folgt nun ohne weiteres 



(214 a) 



^ ^1-ß cosqp,, ^~ = X-ß cosy, 
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und daher beBtiiiimt sich die Schwingungazahl des reflektierten 
Lichtes folgendermaßen: 



(214 b) 



1— ßeoaq), 



»l I — ß COä qt, ■ 

Eb sind Sj nnd 5j die absoluten Strahlungen dea einfallen- 
den und des reflektierten Lichtes, d. h. die Energiemengen, 
die in der Sekunde durch die Fläcbeueiaheit ruhender, zur ab- 
soluten Strahlrichtung senkrechter Flächen treten. Für schief 
gestellte und bewegte Flächen ist die durch die Flächeneinheit 
tretende Energiemenge der zur Fläche normalen Komponente 
der Relativgeschwiudigkeit proportional. Die Normalkompo- 
nenten der Relativgeschwindigkeit sind für die einfallenden 
bzw. reflektierten Wellen in der gewählten 'Bezeichnung 

Demnach sind die a\if den Spiegel fallenden bzw. von ihm 
ausgesandten Energiemengen, berechnet auf Flächeneinheit 
ujid Zeiteinheit: 

und die Vektoren der auffallenden bzw. entsandten Bewegungs- 
größe: 

^(a,-K^,)bzw.?^(«,-^0. 

Die am Spiegel angreifende Flächenkraft des Strah- 
lungsdruckes ist gleich der vektoriellen Differenz der in der 
Sekunde einfallenden und reflektierten Bewegungs große 



(215) 



a:'=|^(«. + ^J-|^K-«. 



Da eine Wärmeentwicklung nach der Definition des voU- 
konunenen Spiegels ausgeschlossen ist, so kann Energie an 
den Spiegel nur in Form von Arbeitsleistung des Strah- 
lungsdruckes abgegeben werden. Man erhält demnach 

(215 a) (ro !■) = S, («, + ß:) -S,{a,-ßJ. 

Nach (216) ist aber 

(»%') = S,ßcosg>, («, + ß^) - S,ß cosy, (a, - ß,). 
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Man erhält also 

(215b) S,(«, + ^,)(1 - ^co8v,) = S,(«, - ß:}(l - ß cos,,,). 

Ea treten hier wieder die aach in den Ausdruck d» 
Doppleni»chen Prinzips (214b) eiugelieDdeii Größen auf, deren 
Bedeutung unii bekannt ist. Es sind 

C(l — ßeOBiPi) bzw. C(l — ^C087>,) 

die Geschwindigkeiten, mit denen ein Punkt des bewegten 
Spiegel« sich senkrecht gegen die Lichtwellen bewegt, oder 
anders aoBgedrQckt, die Geschwindigkeiten, mit denen die Licht- 
wellen über einen im Spiegel teaten Punkt fortstreiehen. Es 
Bind ferner 

j/n;^ bzw. yi-«,' 

die Sinus der Winkel, welche die absoluten Strahlrichtungen 
mit der Spiegeluormalen ein schließen. Demnach sind die Ge- 
schwindigkeiten, mit denen die Schnittgeraden der 
Wellenebenen längs der spiegelnden Ebene forteilen: 
e{l— pcoBy.) ^^^ c(l-^C08tp,) 
yi_„,. Vi-«,' 

Das Huyghenssche Prinzip verlangt nun, daß diese 
beiden Geschwindigkeiten, mit denen die Spuren der einfallen- 
den und der gespiegelten Wellen längs der Spiegelehene fort- 
eilen, einander gleich seien. Es bestimmt die Richtung des 
reflektierten Strahles aus dieser Forderung: 



(216) 



1 — ß eoa ipi l — ß coB 91, 
Vi - tt," ~ Fl — o," ' 



es verlangt ferner, daß der reflektierte absolute Strahl in der 
EinfaÜsebene liegt. 

Aus der Beziehung (216) und der aus der Energiegleichung 
und der Impulsgleichung gewonnenen (215b) folgt nun: 

(216a) - S,(«. + ß^) 1/r^V - S.(«, - ß.) Vl^^^- 

Hier steht rechts nichts anderes als die mit c multipli- 
zierte, in die Spiegelebene fallende Komponente der Flächen- 
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kraft %' des Strahl ungedruckeB (vgl. 215). Wir haben damit 
ans dem Huygheneschen Prinzip abgeleitet, daß der StrahlungB- 
druck senkrecht zur Ebene des idealen Spiegels wirkt. 

Wir hätten umgekehrt auch von der Forderung ausgehen 
können, daß der Strahl img.s druck keine seheerende Komponente 
besitzt; wir hatten dies ja im § 40 aus den Grenzbedingungen 
der Elektrodynamik bewegter Körper abgeleitet. Da alsdanu 
die tangentiellen Komponenten der auffallenden und reflektierten 
BewegungBgröBe einander gleich sein miiaaen, so folgt ohne 
weiteres, daß der gespiegelte absolute Strahl in einer Ebene 
mit dem einfallenden Strahl und der Spiegeinormale liegt, und 
daß die Differenz (216a) der in die Spiegelebene fallenden Kom- 
ponenten der auffallenden bzw. entsandten BewegungsgröBe 
gleich Null iat; hieraus und aus (21Öb) folgt alsdann die Be- 
ziehung (216), welche das Huyghensscbe Prinzip formuliert. 
Wir sehen also: Das Huyghenssche Prinzip und die 
Forderung, daß die Kraft des Strahlungsdruckes auf 
die Spiegelebene keine tangentielle Komponente be- 
sitzt, sind einander vollkommen äquivalent. 

Fb sind 



I 



1 - ß cos<p, = 1 -H ß^a, + yi - «,« . Yß^' + ^,«, 

1 - ß cos,p, = 1 - ß^^, ± V'I^^ ■ Vß; + ß^\ 

Hieraus und aus (216) folgt 

1 4- ß a. 1 — /J a. 

^ ' yi-«.' yi-«.' 

Man sieht, daß die Richtung des reflektierten Strahles 
nur von der normalen Komponente der Spiegeige- 
sehwindigkeit abhängt. Bewegt sich der Spiegel in seiner 
Ebene, so erfolgt die Reflexion des Lichtes genau so wie am 
ruhenden Spiegel. 

Mit Rücksicht auf (21G) und (216b) können wir jetzt die 
Formel (214b), welche das Dopplersche Prinzip enthält, folgender- 
maßen schreiben: 

., 1 + M, 



(217) 



^-K< 
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ÄuchdieScliwingungazahldeareflektiertenLichtes 
hängt nur von der normalen Komponente derSpiegel- 
geachwindigkeit ab. 

Was den normalen Lichtdrock anbelangt, so folgt 
ans (215) 

(218) p^-X: = j{S,a,(_a, + ß^} + S,^{a, -ß^)]. 

Er ist bestimmt, wenn man die Richtung und den Betrag 
der reflektiertea Strahlung kennt. Letzterer aber bestimmt sich 
auB dem Dopplerschen Prinzip (214b) und der durch Ver- 
einigimg der Energie gleichung und Impul Sgl eich ung gewonnenen 
Beziehung (215b) folgendermaßen: 

(219) ^^^-^ + ^-) = ^tAZM 

Die in der Sekunde auf den Spiegel fallenden und 
die Yon ihm im reflektierten Lichte entsandten 
Energiemengen verhalten sich wie die entsprechenden 
Schwingnngazahlen. 

Wie aus (216b) folgt, liegen die Kosinus «i,a^ der Wellen- 
normalen gegen die Spielnormale in den einander zugeordneten 
Intervallen 

Die Grenzen entsprechen dem im relativen Strahlengange 
streifenden, bzw. dem 8eDla"eoht einfallenden nnd reflektierten 
Strahle. Sieht man von dem ersteren GrenzfaUe, wo nach (218) 
der Strahl ungs druck Null ist, ab, so gilt 

«1 + «s > 0. 

Infolgedessen gestattet es die Identität 

(1 + ß,a,y (1 - «,^ - (1 - ß^a,y (1 - «,') 

= («,+«,){ 2,5, - 2^,«.«, + (1 + ß/) («. -«,)}, 

aus (216 b) die Gleichung abzuleiten 

(220) 2ß, - 2ß^a,a, + (1 + ß/)(a, - «,) = 0. 



S42- 



Zweites Kapitel. Bewegte Körper. 



333 



Aus dieser Beziehung ergebeo sich zwei neue Formeln, 
die beide zur Bestimmung des RefleKionswinkela dienen können: 

2 t 



(220fl) 
(220 b} 






^+f 



+ 



i-K". 



"1 + ^ ".-^. ' 
Aus der letzten Gleichung, im Verein mit (216bJ, folgt: 



(220 c) 



g| +g g_ "j — ßn 



Diese Beziehung führt zu einer sehr einfachen Kon- 
struktion der Richtung des reflektierten Strahles, füUs der 
Spiegel sich senkrecht zu seiner Ebene bewegt. Alsdann sind 
Zähler und Nenner in (220c) nichts anderes als die durch c 
geteilten Komponenten der Relativgesch windigkeit des ein- 
fallenden bzw. des reflektierten Lichtes gegen den Spiegel. 
Bewegt sich der Spiegel senkrecht zu seiner Ebene, 
so gilt das Reflexionsgesetz: Im relativen Strahlen- 
gange ist der Reflexionswinkel dem Einfallswinkel 
gleich. Im allgemeinen Falle gilt dieses Gesetz für 
den relativen Strahlengang, den ein nur an der Be- 
wegiiiig des Spiegels senkrecht zu seiner Ebene teil- 
nehmender Beobachter wahrnimmt. 

Aus der absoluten Geschwindigkeit t^ des einfallenden 
Lichtes bestimmt sich die Relativgeschwindigkeit c,' gegen den 
bewegten Spiegel nach der Xonstruktion des vorigen Para- 
graphen. Aus derselben Konstruktion (Abb. 5) kann mau, wenn 
die Richtung der Relativgeschwindigkeit (j' des reflektierten 
Strahles gegen den Spiegel bekannt ist, die absolute Ge- 
schwindigkeit tg desselben finden, deren Betrag c ja ein für 
allemal gegeben ist. Bewegt sich der Spiegel senkrecht 
zu seiner Ebene, so schließen, wie wir fanden, die Vektoren 
— Cj' und t,' den gleichen Winkel mit dem Vektor U ein; man 
hat demnach 

^l + ll't = T. 
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Da femer der Vettor W beiden Dreiecken gemeinsam und 
die Längen der den Winkeln i\ bzw. tf-j gegenüberliegenden 
Seiten gleich c sind, so findet sich Xt = 2« d. h. der Winkel, 
den der relative und absolute Strahl miteinander ein- 
schließen, ist der gleiche für das einfallende und das 
reflektierte Licht, Dabei ist, wenn die Bewegung des 
Spiegele in Richtung der äußeren Normalen erfolgt, der 
Einfallswinkel im relativen Strahlengange um j;, kleiner als 
im absoluten, und der Reflexionswinkel im ahaoluten Strahlen- 
gange nm Xi kleiner als im relativen, bo daß der Reflexions- 
winkel im absoluten Strahlen gange um 

kleiner ist als der Einfallswinkel. Erfolgt dagegen die Be- 
wegung des Spiegels in entgegengesetztem Sinne, so ist im 
absoluten Strahlengange der Reflexionswinkel um 2j;j größer 
als der Einfallswinkel. Bewegt eich der Spiegel schief zu 
seiner Ebene, so kann man den reflektierten absoluten Strahl 
in derselben Weise bestimmen, indem man nur den zur Spiegel- 
ebene senkrechten Bestandteil von tO berücksichtigt. Dagegen 
der unter Berücksichtigung des gesamten U bestimmte relative 
Strahlengang befolgt in diesem allgemeinen Falle keine einfach 
auszusprechende Regel; der Reflexionswinkel ist hier im all- 
gemeinen nicht gleich dem Einfallswinkel. Nur im Falle 
einer Bewegung parallel der Spiegelebene Hegt die 
Sache wieder sehr einfach; wie im absoluten, so ist auch im 
relativen Strahlengange in diesem Falle der Reflesionswinkel 
dem EinfuUswiokel gleich. 

Handelt es sich um ein einfallendes LichtbUndel, dessen 
Strahlenkegel im absoluten Strahlengange den körperlichen 
Winkel o), einschließt, so bestimmt sich der Öftnungswinkel ra. 
des gespiegelten Strahlbündels am einfachsten aus (320a). 

Man findet ^> _ ^ _ /^ 

(0, da, \a, + 

was nach (220b) und (217) ergibt 

P2') l- = &'- 



— ß_\» 
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Die TOn einem absolut mhenden Beobachter wahr- 
genommenen OffnungBwinkel des einfallenden und 
des gespiegelten Strahlbündels verhalten sich wie die 
reziproken Quadrate der beobachteten Schwingunga- 



za 



hlei 



Aus (219) folgt übrigens durch Einführung von (217) 



und (220 b) 
(222) 



S, 



s, _ MV 



Die absoluten Strahlungen verhalten sich wie die 
Quadrate der Schwingungszahler, 

Infolge der genannten Relationen geht (218) über in 



P =ir 



oder, gemäß (220a), in 



(223) 



Di 



ät d( 



j> = 



ÜlK + W: 



ilen Strabh 



>ies ist der Betrag des normalen Straülungs- 
druckes bei schiefer Inzidenz des Lichtes. Bei senk- 
rechter Inzidenz wird die Gleichung (208) des § 40 wieder 
erhalten. Auch bei schiefer Inzidenz wird der Strah- 
lungsdruck unendlich für ß^ =^ 1, d. h. wenn der Spiegel 
sieb senkrecht zu seiner Ebene mit Lichtgeschwindig- 
keit bewegt. Fällt auf die Vorderssite des Spiegels eine 
nocli BO geringe Strahlung, so kann sieh der Spiegel senkrecht 
zu seiner Ebene nicht mit Lichtgeschwindigkeit bewegen. Be- 
merkenswert ist der Gegensatz zum FaUe des bewegten starren 
Elektrons, wo Bewegung mit Lichtgeschwindigkeit keineswegs 
auszusehließen war. 



§ 43. Die Temperatur der Strahlung. 

Die strahlende Wärme ist für die Ökonomie des Weltalls 
von der größten Bedeutung; sind es doch die Sonnenstrahlen, 
die alle Bewegung und alles Leben auf der Erde unterhalten. 
Wenn anders die Hauptsätze der raechanischen Wärmetheorie 
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überhaupt eine allgemeine Gültigkeit begitzen, so müssen sie 
nicht nur auf die in dem materiellen Körper enthaltene, sondern 
auch auf die strahlende Wärme Anwendung finden. Daher 
hat schon R, Clausius hui der Begründung der Thermodynamik 
die thermischen Wirkungen der Strahlung in Betracht g&- 
zogen, und Gr. Kirchhoff ist bei seinen für die Strahlungs- 
theorie grundlegenden Untersuchungen von der Gültigkeit des 
Carnot- Claus iue scheu Prinz ipes für die Licht- und Wärme- 
strahlung ausgegangen. Wir wollen in diesem Paragraphen 
einige Folgerungen entwickeln, welche sich aus der Anwendung 
der Thermodynamik auf die Wellenstrahlung ergeben. 

Wir denken ujis ein Bündel unpolarisierteu Lichtes von 
dem kleinen Offnungswiukel ca. Durch eine senkrecht zur 
Achse des Bündels gestellte Fläche messen wir die Strahlungs- 
intensität S; bei Lichtstrahlen im engeren Sinne könnten wir 
die Lichtstärke photometrisch messen, wir denken uns hier 
jedoch stets die Strahlungsintensität bolometriach, d. h. durch 
ihre thermische Wirkung gemessen. S ist bereits auf die Ein- 
heit der auffangenden Fläche berechnet; ea erweist sich ferner 
als zweckmäßig, sie auf die Einheit des körperlichen Winkels 
zu beziehen und die Strahlung spektral zu zerlegen. Wir nennen 



(224) 



1=/ 



Sdv 



die „gesamte Helligkeit" des Strahlbündels und S die 
Helligkeit der spektral zerlegten Strahlung oder die „Hellig- 
keit" schlechtweg. Beobachtet man ein monochromatisches 
Lichtbündel oder auch ein aus verschiedenfarbigem Lichte 
zusammengesetztes in verschiedenen Entfernungen von der ent- 
sendenden Fläche, so nimmt die Strahlungsintensität S um- 
gekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung von der 
leuchtenden Fläche ab; in demselben Maße aber nimmt i 
körperliche Winkel ra ab, unter welchem die leuchtende FlächaJ 
gesehen wird. Die Helligkeit jeder Farbe und auch ihr über^ 
das ganze Spektrum erstrecktes Integral ändert sich bei der 
freien Fortpflanzung des Lichtes im Räume nicht. 



§ 43. 



Zweites Kapitel. Bewegte Körper. 



337 



Mit M, Plauek*') werden wir den Vorgang der ungeBtÖrten 
Lichtfortpflanzimg im Räume, da er sich durch passend ge- 
wählte Hohlspiegel oder Linsen rückgängig machen läßt, als 
umkehrbaren Vorgang im Sinne der Thermodynamik betrachten. 
Da hei einem umkehrbaren, ohne Arbeitsleistung verlaufenden 
Vorgange die Temperatur sieh nicht ändert, so erscheint ea 
sachgemäß, einer bestimmten Helligkeit monochromatischer 
Strahlung in eindeutiger Weise eine bestimmte Temperatur 
zuzuordnen. Es können hiernach zwei Lichtquellen, z. B. die 
Sonne und eine Ölhimpe, dieselbe Lichtstärke ergeben, während 
die „Helligkeiten", entsprechend den verschiedenen ÖEFnungs- 
winkeln der Lichtbündel, ganz Terscbiedene sind. Der weit 
größeren Helligkeit des Sonnenlichtes entspricht eine weit 
höhere Temperatur. Dabei brauchen die Temperaturen der 
einzelnen im Lichtbündel vertretenen Farben im allgemeinen 
nicht die gleichen zu sein. Die Tem])erfitur jeder einzelnen 
Farbe aber bleibt bei der freien Fortpflanzung des Lichtea 
konstant. 

Es erscheint hiernach unzulässig, therm o dynamische Be- 
trachtungen auf streng ebene Wellen anzuwenden; denn für 
verschwindenden Öffiiuiigswinkel m wird bei endlicher Strah- 
lungsintensität die Helligkeit nach (224) unendlich. In der 
Tat würde ja eine endliche Strahlung pro Flächeneinheit eine 
unendliche Gesamtemission der unendhch entfernten Licht- 
quelle voraussetzen, was wir ausschließen müssen. Es kann 
zwar der Offnungswinkel a sehr klein, aber niemals gleich 
Null angenommen werden. Ebensowenig ist es vom Stand- 
punkte der Thermodynamik aus gestattet, von streng mono- 
chromatischem Lichte zu reden; denn eine endliehe Strahlungs- 
intensität in einem verschwindenden Intervalle von Scbwinguugs- 
zahlen würde unendliche Helligkeit H, d. h. unendliche Tempe- 
ratur ergeben; unendliche Temperatur bedeutet aber in der 
Thermodynamik freie Verwandelbarkeit in Arbeit. Auf die 
Energie streng periodischer elektrischer Wellen ist demnach 
der zweite Hauptsatz der Thermodynamik, welcher die Ver- 
wandelbarkeit in Arbeit einschränkt, überhaupt nicht an- 



AbTiliBDi, Iheutla der JDIeklriEiul. U. 3. Aufl. 
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zuwenden. Von den rein periodischen langen Wellen sind die 
kurzen, durch ihre leuchtende und wärmende Wirkang sich 
kundgebenden Wellen gerade dadurch unterschieden, daß sie 
nicht streng monocbromatisch sind. Jede „natürliche" Strah- 
lung, z. B. diejenige einer SpektraDinie, erfüllt ein zwar kleines, 
aber doch von Null verschiedenes spektrales Intervall von 
Schwingungszahlen. Gerade die Anwesenheit einer großen 
Zahl von Partial wellen, welche in regelloser Weise miteinander 
interferieren, ist nach M. Planck diejenige Eigenschaft der 
„natürlichen Strahlung", welche die Anwendung der Thermo- 
dynamik ermöglicht. Wenn wir im folgenden von „mono- 
chromatischem Lichte" reden, so verstehen wir damnter stets 
solches, dessen Schwingungszahlen ein kleines, aber doch von 
Null verschiedenes Intervall dv erfüllen. 

Um nun den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik für 
die Ermittelung der Beziehung zwischen Helligkeit und Tempe- 
ratur fruchtbar zu machen, müssen wir einen reversibeln, mit 
Arbeitsleistung verbundenen Vorgang angehen, bei welchem 
die Helligkeit der Strahlung verändert wird. Ein solcher Vor- 
gang ist der im vorigen Paragraphen behandelte, nämlich die 
Reflexion eines Lichtbündels durch einen bewegten voll- 
kommenen Spiegel; wir überzeugen uns unschwer davon, daß 
derselbe umkehrbar im Sinne der Thermodynamik ist. 

Wir stellen zu diesem Zwecke zwei Vorgänge einander 
gegenüber. Bei dem ersten sei Sj die absolute Strahlung, 
oji der kleine üifnungswinkel des einfallenden monochromata- 
tischen Lichtbündels, rfv, sei die Breite des Intervalles der 
Schwingungszahlen; «, sei der Kosinus des Winkels, welchen 
die Achse des Bündels mit der Spiegelnormale einschließt. Durch 

(224a) S^^M^m^dv, 

ist sodann die Helligkeit H^ des einfallenden Bündels definiert. 
Bei dem ersten der betrachteten Vorgänge soll nun ß^ positiv 
sein, d. b. der Spiegel soU sich dem einfallenden Lichte ent- 
gegen bewegen. Dabei wird von äußeren Kräften gegen den 
Strahlungsdruck eine gewisse Arbeit geleistet. Aus (216b) 
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bestiount sich der Kosinus % des Reflexionswintels; der Re- 
flexionswinkel ist kleiner ala der Einfallswinkel. Nach (217) 
wird die Sehwingungszahl des Lichtes bei der Reflexion ver- 
größert lind gemäß (222) die absolute Strahlung im Verhältnis 
des Quadrates der Schwiogungszahlen verstärkt. Da nach (221) 
der Oifnungs Winkel des Bändels im umgekehrten Verhältnis 
des Quadrates der Schwiugongszahlen verringert wird, so ist 



(225) 






Dabei ist, wie aus (217) hervorgeht, das Verhältnis v, iVj 
bei gegebener Bewegung des Spiegels ein konstantes, so daß 
man hat 



Demgemäß wird 



(226) 



■ff, 



.ff. \vj 



I 



Die Helligkeiten der beiden Bündel verhalten sich 
wie die dritten Potenzen der Schwingungazahlen. 

Dem soeben betrachteten Vorgange, bei dem «g der Ko- 
aiiiUB des Reflexionswinkels war, stellen wir jetzt einen zweiten 
Voi^ang gegenüber; hier soll der Einfallswinkel denjenigen 
Wert besitzen, den vorher der Reflexionswinkel besaß. Wie 
der Wert von a,, so sollen jetzt auch die Werte von Vj, Sj, 
Hj und m^, die bei dem ersten Vorgange dem reflektierten 
Bündel zukamen, jetzt dem einfallenden Bündel zugeschrieben 
werden. Gleichzeitig soU die Bewegung des Spiegels in ent- 
gegengesetzter Richtung vor sich gehen, derart, daß ß^ einen 
dem Betrage nach gleichen, dem Vorzeichen nach aber entgegen- 
gesetzten Wert annimmt. Setzen wir dementsprechend ~ ß^ 
an Stelle von ß^ und den Index 2 an Stelle des Index 1, so 
bleibt (216 b) erfüBt, wenn a^ jetzt der Kosinus des Reflexions- 
winkels ist. Wie der Reflexionswinkel des zweiten Vorganges 
gleich dem Einfallswinkel des ersten ist, so ist nach (217) die 
kleinere Scbwingungszahl v^ jetzt diejenige des reflektierten 
Bündels. Folglich sind nach (219) die in der Sekunde um- 
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gewandelten Mengen strahlender Wärme die gleichen wie yor- 
her; die Umwandlnng geschieht indessen in entgegengesetztem 
Sinne. Die gleiche Arbeit, die vorher gegen den Strahlungs- 
druck geleistet wurde, wird nunmehr Ton ihm geleistet. Im 
thermo dynamischen Sinne gesproehen macht also der zweite 
Vorgang den ersten rückgängig. Die Reflexion eines Lieht- 
bündels durch einen bewegten vollkommenen Spiegel 
ist ein reversibler Prozeß. 

Den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik auf die in der 
Sekunde umgewandelten Wärmemengen anwendend, erhalten wir 



(227) 



Dabei find S-j und &^ die Temperaturen der beiden 
monochromatischen Lichtbündel, gemäß der thermo- 
djnamisehen Definition der absoluten Temperatur. 

Aus (227) in Verbindung mit der aus dem Dopplersehen 
Prinzip und der Energie- und Impuls gleichung abgeleiteten 
Relation (219) folgt 
(227 a) •&i: &^ = v, : k,. 

Die Temperaturen der beiden Liehtbiindel ver- 
halten sich wie ihre Schwingungazahlen. 
Hieraus und aus (22ß) ergibt sich 

(227b) fl,:^j = *jS:V. 

Die Helligkeiten der beiden monochromatischen 
Bündel verhalten sich wie die dritten Potenzen der 
absoluten Temperaturen. An Stelle von (225) aber können 
wir Bcbreiben 
(227c) ifjrfvi : H^dv^ = a-j*; V- 

Wir forderten oben, daß einem jeden monochromatischen 
Lichtbundel eiue Temperatur zugeordnet werde, welche ein- 
deutig durch seine Farbe und Helligkeit bestimmt ist. Diese 
Zuordnung muß, wie für jedes Licbtbündei, so auch für die 
beiden hier betrachteten gelten. Die Relationen (227 a, b) 
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schränken die Form dieser uniTerselleii Beziehung ein; die 
allgemeinste, ihnen genügende Bestimmung der Temperatur ist: 

(228) * = "■/■(?)• 

wo f eine willkürliche Funktion ist. Wir können dafür auch 

Bch reihen 

(228 a) 



H-^^-9{^y 



Damit hahen wir das thermodynamische Gesetz 
der Wellenatrahlung erhalten. 

Die beiden Relationen (227a) uud (227b), aus denen das 
Gesetz sich ergibt, mögen als Verachiebungageseiz und 
Verstärkungsgesetz bezeichnet werden. Das Verschiebnnga- 
gesetz (227 a) ordnet bei der Vergleichang der Helligkeiteu, 
die zwei verschiedeaen Temperaturen entsprechen, zwei ver- 
schiedene Farben einander zu, deren Schwiugungszahlen im 
Verhältnis der Temperaturen stehen. Das Verstärkungsgeaetz 
(227b) besagt sodann, daß die Helligkeiten der einander so 
zugeordneten Farben sich Yerhalten wie die dritten Potenzen 
der absoluten Temperaturen. Ist für eine gegebene Temperatur 
empirisch die Helligkeit in ihrer Äbhüngigkeit von der 
Schwingungazahl gegeben, so ist diese Abhängigkeit durch 
das thermodynamische Strahlungsgesetz (228a) fQr jede andere 
Temperatur bestimmt. 

Das Verstärkungagesetz hat zuerst L. Boltzmann^) ab- 
geleitet, indem er einen von Bartoli angegebenen Kreisprozeß 
verwandte und den MaxweUschen Lichtdruck einfühi-te. Er 
erhielt es nicht in der Form (227b), sondern in derjenigen 
Form, die aus (227 c) hervorgeht, wenn man zwei Lichtbündel 
betrachtet, in denen alle Farben die gleiche Temperatur %'^ 
bzw. ö-j besitzen. Es wird gestattet sein, solches Licht, in 
welchem alle Farben vertreten sind, und zwar mit der gleichen 
Temperatur, als „weißes Licht" zu bezeichnen. Vergleicht 
man die Gesamthelligkeiten zweier weißer Lichtbündel, so wird 



(228 b) 



\i 



fH,dv^:fB,dv, = »,*:»,*. 
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Di« ge>aist«D Helligkeiten xweier BSndel weiBeo 
I/ieht«> rerhslten sicli wie die riarten Potemzem ihrer 
ab«ol«t«&Teraperstareii. Das ist tks Gesetz, waches merst 
f<m 8te&B ab emjamdiM Ge«^ Mi%eBteIlt aad dum, wir 
crwikBt, Tin Botomwin Iheoretiseh begtOMiat vmde. Die 
eiewliiuig (S37c; (ibertT^ das Ste&n-BoUznaiuisdie Gesetz 
Mttf zwei nonochrooiatische LiehtbändeL 

Da» Verflcbiebongsgesetz wurde mcrst tc«i W. Wien 
mgtgAea.*^ Doch rermoebte dieser Autor ^ nicht, Aea Zo- 
Hnmealiaiig deatdben mit d«m Doppleischen Prinzip tmd dem 
Strahlungadrocke in einwaDds&eier Weise zn foimnliereo. Das 
gelingt in d«r Tat nur dann, wenn man tod einer präzisen 
LStODg de« Probleme« der Lichtreflesion durch einen bewegten 
Spi^el aoflgebt. Anf dem hier verfolgten, zaerst Tom Yer- 
fawer die««) Werkes eingeschlagenen Wege*) erhält man das 
Venichiebnngageeetz and das Yerstärkungsgeaetz mit einem 
Schlage; ihr ZuHammenbang mit den Prinzipien der elektro- 
magnetifichen Mechanik tritt bei dem gegebenen Beweise deut- 
lich hervor. Wir dnrften nns nicht mit der Lösung des 
Itetiexionsproblemes für den Fall senkrechter Inzidenz ebener 
Wellen begnügen, weil die Kenntnis des Verhältnisses der 
Offnungs Winkel der beiden Licbtbündel zur Ermittelung des 
Verhältnisses der Helligkeiten erforderlieh war und das Ver- 
hältnii der öffnungswinkel (221) durch Differentiation von o^ 
nacli a, erhalten wird. Um diese Differentiation ausführen zu 
kfinnon, muß das Reflezionsproblem für den Fall schiefer 
Inxiden/ gelöst sein. 

Wie man sieht, ergibt sich das therm odynamische Gesetz 
der natürlichen Strahlung aus den allgemeinen Eigenschaften 
der elektromagiieti sehen Strahlung auf Grund des thermo- 
dynamiachen TemperaturbegrifFea. Das Gesetz ist auf jede be- 
liebige natürliche Liebt- und Wärmestrahlung anzuwenden, wie 
Hie auch immer entstanden sein mag. Die so bestimmte 
Temperiitur der Strahlung ist aber im allgemeinen durchaus 
nicht mit der Temperatur des strahlendeu Körpers identisch. 
Wir niilsi^en die Beziehungen, die zwischen der Temperatur 
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dea emittierenden Körpers und der Temperatur der entsandten 
Strahlung bestellen, hier kurz erläutern, da auf ihnen die Ver- 
gleichung der st rahlungstheoreti sehen und der gewöhnlichen 
gaatheoretischen Temperaturskala beniht. 

Natürliches Licht kann auf zwei wesentlich verschiedene 
Weisen entstehen: Durch reine Temperaturstrahlung und 
durch Luminiszenz. Die reine Temperaturstrahlung ist ein 
rein thermischer Vorgang. Die Energie der Wellen entstammt 
dem Wännevorrat des emittierenden Körpers und ist durch 
seine Temperatur bestimmt; chemische und elektriache Vor- 
gänge spielen bei dieser Art der Emission nicht mit. Bei der 
Luminiszenz hingegen spielen Vorgänge nicht thermischer Natur 
mit, und demgemäß ist die entsandte Strahlung nicht aus- 
schließlich durch die Temperatur der Lichtquelle bedingt. 
Daher kann bei den Vorgängen der Luminiszenz von einer 
allgemein gültigen Beziehung zwischen den Temperaturen der 
Lichtquelle und der Strahlung keine Rede sein. Mau hat ge- 
funden, daß zu den auf Luminiszenz beruhenden Verengen 
die Emission der Linienspektra gehört. Die Temperatur des 
Lichtes der Spektrallinien gestattet daher dm-chaus keinen 
Rückschluß auf die Temperatur des entsendenden Körpers. 

Für die reine Temperaturatrahlung lassen sich Be- 
ziehungen zur Temperatur des leuchtenden Körpers aus der 
Thermodynamik ableiten. Man denke sich einen Hohlraum, 
dessen Wände reine Temperaturstrahler sind^ diese Wände 
seien auf einer gegebenen Temperatur # gehalten. Nach dem 
Clausiusscheu Axiome müssen sich in diesem Systeme, da 
andere als rein thermische Vorgänge au ageac blossen sind, die 
Temperaturen ausgleichen; es muß sich schließlich ein ther- 
mischer Gleichgewichtszustand herstellen, bei welchem alle Teile 
dea Systemes die gleiche Temperatur * besitzen. Das gilt 
nicht nur von der Temperatur der materiellen Körper, die man 
etwa in den Hohlraum bringen mag, sondern auch von der 
Temperatur der den Hohlraum erfüllenden Strahlung selbst. 
Die Temperatur der Hohlraumstrahlung ist gleich der 
Temperatur der Wände, Ein im Innern des Hohlraumes 
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befindlicher Beobachter würde toh allen Seiten Licht der 
gleichen Helligkeit und der gleichen spektralen ZuBammen- 
aetzung empfangen. Die Helligkeit muß sich der Temperatur 
des Hohlraumes so zuordnen, wie es das therm o dynamische 
Strahl ungsge setz (228 a) fordert. Die Temperatur aller Farben 
muß die gleiche sein, so daß das Liebt als „weiß'' in dem 
oben angegebenen Sinne zu bezeichnen ist. Eönnte man sich 
in das Innere eines Hohlraumes begeben, dessen Wände so 
stark erhitzt sind, daß sie infolge ihrer Temperatur leuchten, 
so könnte man das thermo dynamische Strablungagesetz experi- 
mentell prüfen, -wenigstens ih demjenigen Temperaturbereiche, 
in welchem eine auf der gastheoretiscben Skala beruhende 
Temper türm esaung möglich ist. 

Da es nun aus naheliegenden Gründen unmöglich ist, 
sich in einen derartig erhitzten Hohlraum hineinzubegeben, so 
hat man einen Kunstgriff angewandt; derselbe war nicht eo 
selbstverständlich, wie er uns jetzt erscheinen mag; er besteht 
darin, daß man in die Wand des Hohlraumes ein kleines Loch , 
bohrt und durch dieses hineinblickt. Dieser Gedanke ist zuerst ' 
von L. Boltzmann ^) ausgesprochen und später von 0. Lummer 
und W. Wien ^^) durchgeführt worden. Ist die Ofliiung des 
Hohlraumes hinreichend klein, so stört sie die Herstellung des 
thermischen Gleichgewichtes im Hohlräume nicht; die ent- 
sandte Strahlung ist dann diejenige „weiße Strahlung", welche 
der Temperatur des Hohlraumes entspricht. Die experi- 
mentelle Untersuchung der Hohlraumstrahluug durch 
0. Lummer und E. Pringsheim*") hat sowohl das auf 
die Gesaratstr ab luugbezü gliche Stefan-Boltzmannsche 
Verstärkungsgesetz, als auch das Versi-hiebungsgesetz 
durchaus bestätigt. Von einer Bestätigimg kann natürlich 
nur so weit die Rede sein, als die auf den Gasgesetzen be- 
ruhende Temperaturskala sich realisieren läßt. Bei Tempera- 
turen oberhalb 12(X)'' C stößt die Anwendung der gaatheore- 
tdschen Skala auf Schwierigkeiten. Hier ist diese Skala durch ' 
die strahlungstheoretische Temperaturskala zu ersetzen, 
weiche sich auf das therm odyuumi sehe Strahlungsgesetz gründet. 
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Die experimentelle üntersiicbung der auB deai Hohli-aume 
heraustretenden Strahlung hat nicht nur zur Bestätignng des 
themio dynamischen Strahl nngsgeHetzes (228a) geführt, sondern 
auch zur Bestimmung der dort noch willkürlich gelassenen 

Ftmktion der Variabein 1-1. Die Messungen, an denen haupt- 
sächlich 0. Lummer und E. Pringsheim, H. Rubens und F. Kurl- 
bamu sowie F. Paschen Anteil haben, sind von M. Planck") 
durch die Formel zor Darstellung gebracht worden: 

(229) 



E^ 



,** — 1 



mit den Werten der Konstanten k und h: 



(229 a) 
(229 b) 



' gl"*" 

A = 6,55-10-*''erg-Bec 



Was die theoretische Begründung des Planckachen 
Strahlungsgesetzes anbelangt, so mag auf die einschlägigen 
Arbeiten von M. Planck, insbesondere auf seine „Vorlesungen 
über die Theorie der Wärmestrahlung" vei-wiesen werden*"). 
Von Wichtigkeit ist insbesondere die Bedeutung der univer- 
seilen Konstanten /c; dieselbe steht in Beziehung zu der so- 
genannten Boltzmann-Drudeschen Eonstanten a, d. Ji. 
der mittleren Kraft eines Moleküls bei der absoluten Tem- 
peratur 1. Es gilt nämlich nach Planck: 



c^.|ft = 2,02 10-"'-^'^T- 
2 ' grad 



Mit der Boltzmann-Drudeschen Konstanten ist der Wert 
der Masse eines Wasserstoffatoma eng verknüpft, und dieser 
wieder hängt mit dem elektrischen Elementarquantum zu- 
sammen (vgl. § 1). So kann denn aus der Konstante k der 
Strahlungsformel der Wert des elektrischen Elementarquantnma 
ermittelt werden. Es ergibt sich nach Planck 

(230) e ^4,69- 10- '0 



ÜB 



Zw«it>T AiMefasM. Vaq^^« m 



Otfea- 9*4. 



elektrortatiBcbe Einbeiteo, was nidit so sehr von d«m in § 1 
angegebenen, auf gatn rerschiedoiem Wegie giefondeiieo Werte (2) 
abwetdd. 

Wie k, so miifi endi lÜe Konstwite k der StraUnngB- 
formel «ine nnirerselle Bedeatnng haben; da die einzige elektrt>- 
magnetische Eonstaate des Albas die LichtgeschTindlgkeit e 
ist, BO muß es sich um eme Kongt&nte handein, welche von 
den Eigenschaften der pondeiablen Materie oder der fUektronen 
abhän^; es muß aber eine Ton d»i indiridaellen Üigensehaflen 
des Körpern nnabhängige Größe sein. 

Merkwürdigerweise fallt for sehr hohe Temperaturen, bzw. 
für sehr lange Wellen die Konstante h ans der Strahlonga- 
formel herans, und es wird die Helligkeit proportional der 
Konstanten Je und damit der Boltzmann-Brudeechen Konstanten 

tt; denn (229) geht, für hinreichend große Werte Ton — , über in 

Eine direkte Ableitnng dieser Formel aus der Elektronen- 
theorie der Metalle hat H. A. Lorentz**) gegeben. Doch führt 
der TOD ihm eingeschlagene Weg nicht zn dem allgemeinen 
Plancksclien Strahl ungsge setze. Das Verständnis dieses Ge- 
setzes auf Grund anerkannter Prinzipien der Elektrodynamik 
und Kinetik scheint einstweilen noch nicht möglich zn sein. 
Damit hängt auch die Frage nach der Bedeutung der nui- 
veraelleu Konstanten h zusammen. 



§ 44. Dynamik des beiregten Hohlraum.eB. 

Wie wir im vorigen Paragraphen erwähnt haben, stellt 
«icli im Innern eines Hohlraumes, dessen Wände eine und die- 
selbe Temperutiir besitzen, ein stationärer Strtihlungszustajid 
her. Dabei ist die unter einem Oifnungswinkel a einfallende 
Strahlung S dem Öönungswinkel <o proportional, d. h. es ist 

äer Quotient K = ■, die sogenannte „spezifische Strahlunga- 

intensitiU'' von der Richtung des Strahles unabhängig. Dies 
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gilt unter der Voraussetzung, daß der Hohlraum ruht, in be- 
zug auf ein Koordinatensystem, in welchem die Geschwindig- 
keit e des Lichtes von der Richtung unabhängig ist, und daß die 
Strahlung von einer gleichfalls ruhenden Fläche aufgefangen wird. 
Wie liegt nun die Sache, wenn der Hohlraum gegen jenes 
Bezugssystem und damit gegen die auffangende Fläche in Be- 
wegung hegrififen ist? Auch dann wird sich, wenn die Tem- 
peratur der Wände alierseits die gleiche ist, bei gleichförmiger 
Bewegung ein stationärer Strahlungszustand herstellen. Es wird 
aber aeiu- wohl die mit Hilfe der ruhenden Fläche gemessene 
spezifische Strahlungsintensität 

bei gegebenem Quotienten ß aus Betrag der Geschwindigkeit 
I tB I und Lichtgeschwindigkeit c, noch von dem Winkel <p ab- 
hängen können, den die Vektoren U und t miteinander ein- 
schließen (vgh Abb. 5 des § 41). 

Die Theorie, die wir in den vorangehenden Paragraphen 
entwickelt haben, ist nun imstande, die Abhängigkeit der spe- 
zifischen Straliluugsintensität von der Richtung vollkommen 
festzustellen. Dies hat der zu früh verstorbene K. v. Muaen- 
geil^") in seiner Diasertation gezeigt. 

Er denkt sich im Innern des bewegten Hohlraumes, und 
mit diesem sich bewegend, einen vollkommenen Spiegel. Der 
Strahl, welcher vor der Reflexion den Winkel (p mit der Be- 
■wegungsrichtung des Spiegels einschloß, wird nach der Reflexion 
den Winkel <p' mit dem Vektor U büden. Da nun, nach den 
Gl. (222) und (221) des § 42, bei der Reflexion am bewegten 
Spiegel die Strahlungen wie die Quadrate, die Offnungswinkel 
jedoch wie die reziproken Quadrate der von einem ruhenden 
Beobachter gezählten Schwingungszahlen sich ändern, so folgt 
bei Heranziehung des Dopplerschen Prinzips (Gl. 214b) für 
daa Verhältnis der spezifischen Intensitäten der einfallen den 
imd der reflektierten Strahlung; 
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Nun kann aber durch Anbiingnng dea mitbewegten Spiegels 
der nur von der Temperatur abhängige Strahlungszustand in 
dem bewegten Hohlräume nicht gelindert werden. Es ist also 
die spezifische Strahlungsintensität K{ip',ß) identisch mit der- 
jenigen, die auch ohne Anbringung des Spiegels im Hohlräume, 
in Richtungen, welche mit seiner Bewegungsrichtung den 
Winkel g>' einschließen, anzutreffen wäre. Wird speziell y' 

gleich „ gesetzt, bo ergibt sich: 



(231) 



K(v,ß)^K{l,ß)-{l-ßcosv,)-'; 



damit ist die Abhängigkeit der spezifischen Strahlungsintensität 
von der Strahlrichtung ermittelt. 

Dem stationären Strahlungszustand wird im Innern des 
bewegten Hohlraumes eine bestimmte Dichte der Energie und 
der BewegungsgrÖße entsprechen. Man berechnet dieselben 
durch Summation der Beiträge der aus allen den Ricttimgen 
kommenden, inkohärenten Strahlen. Zur Energiedichte liefert 

die Strahlung S den Beitrag — ; es wird daher die Dichte der 

elektromagnetischen Energie: 



(231a) 



w 



y dtp am (pK(if,ß). 



Zur Dichte des Impulses liefert der Strahl ® den Beitrag -| , 

welcher der Strahlrichtung parallel ist und somit den Winkel rp 
mit der Beweguugsrichtung des Hohlraumes bildet. Die resul- 
tierende Dichte der elektromagnetischen Bewegungs- ■ 
große, die nach der Symmetrie der Bewegungsrichtung parallel 
ist, wird somit 

(231 b) \i[ — -^ f dqtBmip cos <p K{ip, ß). 



Einem gegebenen Volumen des bewegten Hohlraumes ent- 
<*U demnach bestimmte Beträge der Energie und des 
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Impulses der ihn erfüllenden StraUung; da dieselben bei gleich- 
förmiger Bewegung konstant sind, so folgt: Zur Aufreeht- 
erhaltung einer gleichförmigen Bewegung des Hohl- 
raumes bedarf es keiner äußeren Kraft. 

Denken wir ans einen Hohlraum von zylindrischer Oestalt 
der Achse parallel bewegt, so werden auf die zur Bewegungs- 
richtung senkrechten Grandööchen entgegengesetzt gleiche Kräfte 
wirken, d. h. der Strahlui^sdruek wird für beide Grundflächen der- 
selbe sein. Wir können ihn berechnen, indem wir ein Element 
einer der Grundflächen mit einem Spiegelchen belegt denken 
- — hierdurch wird ja der Strahlungszustand nicht geändert — , 
und indem wir eine von F. HasenÖhrl") herrührende Betrachtung 
anstellen, welche der in § 42 bei der Aufstellung der Gl. (215a) 
angewandten entsprichi Die Arbeitsleistung am bewegten 
Spiegel gegen den Strahlungsdmck p ist dem Überschuß der 
entsandten über die aufgefangene Energie gleich. Einfallende 
und reflektierte Strahlen zusammen erfüllen einen Kegel, in 
welchem (jp alle zwischen und x liegenden Werte durchläuft; 
für jeden Wert von q> ist die Energiedichte der Strahlung zu 
multiplizieren mit der zum Spiegel senkrechten Komponente 
der Relativgeschwindigkeit e — In, d. h. mit c (cos 95 — (3); je 
nachdem dieselbe positiv oder negativ ist, hat man es mit 
einem reflektierten oder mit einem einfallenden Strahle zu tun. 
Es wird daher: 

(231c) pß - ~J rfy siny(cos9) - ß)K(ip,ß). 



Hieraus und aus (231 a,b) folgt 

(232) p = |g|^-«,. 

Damit ist auch der Strahlungsdruck auf die zur Bewegungs- 
richtung senkrechten Wände des bewegten Kohlraumes be- 
stimmt. 

Die Einführung dea in (231) erhaltenen Wertes von 
K{fp,ß) in (231a,b) ergibt: 
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n 
2ni„/ji \ C rfip sin y 

"' = V-^iä''^JJ (l-(ieo8.p)' > 



n 
Die Integrale lassen sich ausrechnen; man erhält^"): 

(232a) --*-:^(:i^ßyi^^, 

(232b) lBl = ^:^fi>^)-(n-Sy' 

und nach (232): 

(232c) p^yiK{lß).^,. 

Im Falle der Buhe wird die Energie eines Hohlraumes 
vom Volumen V 
(233) 



4 IT 



w, = «',r^y^K,v. 






Der Druck wird in diesem Falle gleich dem dritten 
Teile der Energiedichte: 

(233a) ^„=i^.,_^^. 

Die elektromagnetiBche Bewegnngs große ist gleich Null, wenn 
der Hohlraum ruht; bewegt er sich langsam, so folgt aus 
(232), unter Beschränkung auf die zu ß proportionalen Glieder,^ 
für die Bewegungsgröße: 

(233b) G„ = I fl„| r= ^ {w, +p,) r= 5±j W,\\a', 



Denkt man sich nun eine quasistationäre Bewegun^l 
des Hohlraumes, d. h. eine solche, bei der die Strahlunga- 
verteilung jeweils der Ge-sch windigkeit entspricht, so wird eine 
Zunahme der Geschwindigkeit einen Zuwachs an Bewegungs- 
grÖße erfordern und damit eine der Beschleunigung propor- 
tionale äußere Kraft. Es wird also der atrahiuugserfüllte Hohl- 
raum ähnlich wie das Elektron eine elektromagnetische 
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M a B H e besitzen. Bei langaamer Bewegung, wo die Unter- 
scheidung der lougitudinalen und der transTsraalen Masse 
nicht notwendig ist, folgt aus (233 b) als Wert der Masse 



(233 c) 



*"o ^ W = S^ 



W,. 



M 



Eh ist das Verhältnis der elektromagnetischen 



Hohli 



Falle der 



asee des üotHraumes zn seiner Jl,nergie im i; al 
ßuhe genau das gleiche wie für das Elektron. 

Die Existenz einer trägen Masse der Hohlraum strablung 
ist zuerst von F. Hasenöhrl^*) behauptet worden. Ihr Wert 
ist im Verhältnis zur materiellen Masse der Wände leider so 
gering, daß ein experimenteller Nachweis einstweilen zu schwierig 
erscheint. Es ist jedoch das Problem, die strenge Abhängig- 
keit der Masse von der Geschwindigkeit für den bewegten 
Hohlraum zu ermitteln, von großem theoretischem Interesse. 
Die Methoden der Thermodynamik gestatten es, wie M. Planck") 
gezeigt hat, dieses Problem auf Grund der obigen Resultate 
zu lösen; sie bestimmen wenigstens für quasi stationäre Vor- 
züge die mechanischen und thermischen Eigenschaften des 
Hohlraumes. 

Nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik ist der 
Energiezuwachs des Hohlraumes gleich der Summe aus der 
von äußeren Kräften geleisteten Arbeit A und der zugefübrten 
Wärme Q: 
(234) dW^A+Q. 

Die äußere Arbeit setzt sich zusammen aus der Besehleunigunge- 
arbeit und der Kompressionsarbeit. Erfolgt die Beschleunigiing 
quasi stationär, d. h. so allmählich, daß die Strahlung Zeit hat, 
den der betreffenden Geschwindigkeit entsprechenden Gleich- 
gewichtszustand anzunehmen, so ist die bei der Beschleunigung 
zu leistende Arbeit gleich dem Produkt aus der Geschwindig- 
keit und dem Zuwachs der Bewegungs grüße. Andererseits ist 
die Kompressionsarbeit, wenn das Volumen des zylindrischen 
Hohlraumes durch langsame Verschiebung einer der beiden 
zur Bewegungs riehtun g senkrechten Grundflächen gegen den 
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DrDck p verringert wird, gleieh dem Produkt aus Dract und 

Voiumabuahme. Die gesamte Arbeit der äußeren Kräfte wird 

somit: 

(234») A^ßcdQ-pdV. 

Nach dem zweiten Hauptsatz der Thennodynaraik ist 
weiter die zugeführte Wärme gleich dem Produkt aus der 
Temperatur %■ und der Zunahme der Entropie S des Hohli'aumes: 
(234b) Q = &dS. 

Es wird somit der Zuwachs der elektroiuagneti scheu Energie 
der den Hohlraum erfüllenden Strahlung bei einer quasistatio- 
nären. Zustandsäuderung: 

(235) dW^ßcdG-pdV+ &dS. 

Man erreicht für die Dynamik des Hohlraumes ähnliche 
Vorteile wie für die Dynamik des Elektrons durch Einführung 
der Lagrangeschen Funktion, wenn man sich des sogenannten 
„kinetischen Potentiales" bedient, welches definiert wird 
durch: 

(236) H='»S+ßeG-W. 

Der Zuwachs des kinetischen Potentiales bei einer beliebigen 
quasiatationären Zu Standsänderung des Hohlraumes, bei der die 
drei unabhängigen Variahelu, nämlich die Temperatur fl-, die 
Geschwindigkeit cß und das Volumen V, gewisse Änderungen 
erfahren, wird, mit Rücksicht auf (235): 

(236a} dH^ Sd& + Gcdß + pdV. 

Man kann folglich, durch Differentiation des kinetischen 
Potentiales nach den Unabhängigen 9, ß und V, Entropie, 
Bewegunga große und Druck ableiten: 

(236b) S=|f.« = i|f.P = |^,- 

Wie Bewegungg große, Energie und Entropie, so wird, gemäß 
(236), auch das kinetische Potential dem Volumen des Hohl- 
raumes proportional sein; mithin wird der Ansatz zutreffen: 
i237) H=V-b(»,ß). 
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Aus (236) und (236b) folgt 

(237a) A = #|| + ^c|flH«; 

(237b) ''Ifll-I^, P = Ä. 

Zieht man noch die aus den Mo sengeil scheit Gleichungen 
(332a,b, c) folgenden Beziehungen heran: 

iß 



(237e) c\%\=w- 

(237 d) p^w 



s + ß* 

S + ß 



> > 



so kann man die Funktion Ä in ihrer Abhängigkeit von d und 
ß bestimmen. 

Was zunäehBt die Abhängigkeit von ß anbelangt, so er- 
gibt sich aus (237b,c,d): 

dk , iß 

dß^^'i-ß*' 

Di^e partielle Diflferentialgleichung wird integriert durch 
(238) ^-W^*' 

wo & eine zunächst noch willfcürlicbe Funktion der Temperatur 
» ist. Aus (237b) erhält man: 

(238a) P-^ßr^*' 

(238b) |g| = ?.^_, 

und aus (237c) oder (237d): 

(238c) y, = &.A±-^^. 

Aus (237 a) folgt demnach die zur Bestimmung der Tem- 
peraturfunktion &(&) dienende Gleichung 

Abt&bBm, Thaorle d« ratktridttt. H 1. Anfl. 23 
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Die Integration ergibt 
(238 d) Ö-|**, 

wobei a eine IntegrationakonBtante darstellt. 

Auf Grund von (237) und (238) ergibt sich jetzt der 
Ansdrttck des kinetischen Potentiales"^): 

(239) ^-f^t?^^.; 
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8 {1-^') 

hieraus leiten sich die Werte der Bewegungsgröße, Enetgie 
und Entropie des bewegten Hohlraumes und des auf die 
Grundflächen des Zylinders wirkenden Druckes ab: 

(239 a) 
(239 b) 
(239 c) 
(239 d) 

Die zwischen diesen Größen bestehende B^ehong 

(239e) G-^{W + pr) 

hätte auch unmittelbar aus (232) abgeleitet werden können"). 
Für den Fall der Rnhe ist die elekta-om^netische Enei^e 
der Hohlraumstrahlang 
(239f) Wo^a»*V-, 

hieraus ergibt sich die physikalische Bedeatnng der Konstanten 
fl; dieselbe ^teng mit der Konstanten des Stefan-Boltzmannschen 
Gesetzes (§ 43) verknüpft. 

Die Theorie der elektromagnetiGchen Strahlung ist, wie 
wir Beben, in der Lage, alle für die Dynamik und Thermo- 
dynamik des bewegten Hohlraumes in Betracht kommenden 
Großen zu berechnen. Inebesondere interessiert die elektro- 
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magnetische Hasse der Hohlranrnstralilimg; die tranavereale 

Masse ist: 

(240) m^ = ^ - -. ^—^, = _ ( TT + p F). 

Die bei longitudinaler Beschleunigung in Rechnung zu setzende 
Masse ist erst dann völlig bestimmt, wenn man angibt, in 
welcher Weise die Zustandsänderuug erfolgen soll. Werden 
Temperatur fr und Volumen V konstant gehalten, so wird die 
„isotherm-iaochore Masse*")": 

Wird indessen, außer dem Volumen, die Entropie konstant 
gehalten, so berechnet sich aus (239 c) die Temperatur und 
dann aus (239a) die Bewegungsgröfie: 

Es drückt sich somit die transyersale Masse durch S und 
V folgendermaßen aus: 

während der Wert der „longitudinalen, adiabatisch-iso- 
choren Masse" wird*''): 

Die Ablwngigkeit von der Geschwindigkeit ist hier genau die 
gleiche wie bei der transversalen und der longitudinalen Masse 
des Buchererschen Elektrons (§ 22). 

Werden drittens Entropie und Druck konstant gehalten, 
so sind Temperatur und Volumen aus (239 c,d) zu berechnen, 
und es ergibt sich fSr die Bewegungsgröße der Ausdruck: 

23* 
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Durch iS und p drQckt sich folglich die transversale Masse 
so aus: 

ff S /3p\i 1 



(^«^) "^-Tf-m 



4' 



während als Wert der „longitudinalen, adiabatisch-iso- 
bare Masse" sich ergibt*'): 

Die in (y40d, e) erhalteue Abhängigkeit von der fleschwinilig- 
keit ist ganz dieselbe wie bei dem Loren tzschen Elektron 
(§ 22). Während aber hier beim Hohlraum der Energiezuwachs 
zum Teil durch Kompressionsarbeit gegen den konstanten 
Strahlungsdrnck bedingt ist, bleibt beim Lorentzschen Elektron 
der entsprechende Teil des Energiezuwachses unerklärt. 

§ 45. Der Liohtw^eg in einem gleichförmig be^regten System. 

Wir hatten in § 41 die Aberration des Fixstemliehtes er- 
klärt, indem wir zeigten, daß nach der Lorentzschen Theorie 
die Richtung des von einem mit der Geschwindigkeit U be- 
wegten Beobachter wahrgenommenen relativen Strahles durch 
den Vektor bestimmt ist (ÖL 209): 

t'- r - W, 

d, h. durch den Vektor der Relativge seh windigkeit von Licht 
und Beobachter. Unter n war dabei die Geschwindigkeit der 
£rde zu verstehen. Berücksichtigt man nur die Um lauf ä- 
bewegung um die Sonne, indem man eine gemeinsame Be- 
wegung des gesamten Sonnensystem es zunächst außer acht 
läßt, so ist to , nahezu konstant; es ist 

^ = 1^=10-'. 

Welchen Einfluß hat nuu die Erdbew^nng auf dasjenige 
Licht, welches von irdischen Lichtquellen entsandt wird? LäBt 
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sich nicht durch Beobachtung dieaes Lichtes, also durch 
optische Versuche im Laboratorium, die Bewegung der Erde 
feststellen? Diese Frage führt uhb dazu, die Lichtfortpflanzung 
in einem gleichförmig bewegten 
Systeme zu behandeln. 

Wir denken uds zur Zeit 
( = vom Punkte aus (Abb. ö) 
ein Lichtsignal entsandt. Zur Zeit 
(mag ea im Auf punkte F ein- 
treffun. Die absolute Strahirich- 
tung wird durch den von nach P gezogenen Fahrstrahl r 
angezeigt. In dem Zeitintervalle ( hat die Lichtquelle sich, 
mit der Geschwindigkeit In, von nach 0' bewegt. Der von 
0' nach P gezogene FahrstrahJ 

(241) 91 = r - ni( 

hat die Komponenten 

(241a) X = x-ßl, r= (/, Z^z, 

wenn unter x, ff, z die Komponenten von t, unter 
(241b) i = |r| = c( 

der im absoluten Strahlengang znriickgelegte Li cht weg ver- 
standen wird. Da 

l 



so kann (241) auch geschrieben werden: 
(241c) 



9l=(t-m)l = ('l. 



Es wird demnach die Richtung des relativen Strahles 
dnrch den von der gleichzeitigen Lage der Lichtquelle aus 
gezogenen Pahrstrahl angezeigt, d. b. in einem gleichförmig 
bewegten Systeme sieht man die Lichtquelle dort, wo 
sie sich gerade befindet. Die gemeinsame Bewegung von 
Lichtquelle und Beobachter ist demnach durch Beobachtung 
der Strahlrichtung durchaus nicht festzua teilen. 
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Digegen MÜte mao Termtiten, daß die Erdbewegung dorcii 
HeMOg des Licbtweges sieb feetstellen liefie. Denn die 
dorcb P gebende Fliehe kotutaaten abeolaten Lidttwegee ist 
eine Engel um 0: der Funkt 0' jedoch, Ton welchem die 
idatiTen Strahlen ausgehen, liegt exzeatrisch za dieser KngeL 
Somit würden sich einer ge^benen Länge I des abeolaten 
Lichtwegea TerschJedene Längen B des relativen Liehtweges 
O'P zuordnen, je nach der Ricbtnng des Fahrstrahles O'P. 
El fragt sich, ob auf Grand dieses Umstutdes durch Interferenz- 
mewongen ein Einfloß der Erdbewegung festzustellen »ein 
könnte. Die üntersnchong dieser Frage wird durch die folgen- 
den geometrischen Betrachtungen Torbereitet. 

Aus dem Dreieck OO'P (Abb. 6), mit den Seitenlangen 
ßl, R, l, folgt: 

P = ß'l' + IP + 2ßlB coat; 

somit bestimmt sich, bei gegebenem relatiTem Lichtw^ S, der 
absolute Lichtweg l aas der Gleichung zweiten Grades 

t-x^-'^ßlSeosV-'^JP, 



Für das stets positive t erhält man 



odw ^^ 

(242) xl = ^-^ + ]/ J' +T' + Z*. 

Wir ordnen jetzt dem Fahretraht N mit den Komponenten 
X, ¥, Z einen Fahrstrahl r' zu, mit den Komponenten 

(242a) x'=^-, y-=Y, e' = Z 

Während die ursprünglichen Koordinaten x, y, z sich auf 
ein im Räume festes Achaensyatem bezogen, waren die in (241a) 
eingeführten Koordinaten X. 1' Z in einem mitbewegten Be- 
zugssystem gemessen zu denkeo. Die nunmehr durch (242a) 
eingeführten Koordinaten x', y' t' sind diejenigen eines mate- 
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riellea Syetemes, welches aas dem gegebenen Systeme darcli 
eine Strecknng parallel der Bewegun^richtung im Verhältnis 

hervorgeht. Es ordnet sich somit einem Heariside- 
EUipsoide des ursprünglichen Sjstemes S im ge- 
streckten Systeme £' eine Kugel zu: 



Jetzt wird Gl. (242) zu: 
(243) xl = l' + ßx'; 

dabei ist l' der relative Lichtweg in dem Systeme ü'. Die 
absoluten Koordinaten eines Punktes in 2 und die relativen 
EoordiBaten des entsprechenden Punktes in 27' stehen, gemäß 

(241a), (242a), in dem Zusammenhange 

(243a) xx'—x-ßl, y'-y, z'-=z. 

Aus (243) und (243a) folgt umgekehrt: 

(243b) xV'-l-ßx, V 

(243c) xx = x'-\-ßl', y = y', z = z\ 

Wir sind jetzt imstande, die Fr^e zu erörtern, ob durch 
Messung des Lichtweges ein mit der Erde bewegter Beobachter 
die Erdbewegung festzustellen vermag. Dabei kommen für 
Interferenzmessungen im bewegten Systeme nur geschlossen« 
relative Lichtwege in Betracht. 

Wir denken uns Licht, im relativen Strahlengang, von 0' 
nach P gesandt, von dort reflektiert und nach 0' zurück- 
kehrend. Der zum Fahrstrahl 8t gehörige absolute Lichtweg \ 
ist, nach (243): ^^ = i;^- + ^^-^-^ 

wobei x' und l[ durch (242a, b) den Komponenten des Fahr- 
strahles W sich zuordnen. Wird nun im relativen Strahlengang 
der umgekehrte Weg, längs des Fabrstrahles TO' oder — Ä, 
zurückgelegt, so entspricht ihm der absolute Lichtweg 



MO 



Zweiter AimAntt. Totgiagt is wilgbaiem EOfpenL 



i*9. 



Die Samme der Widen ab'solateii Liditwege ist demnach 
(244) h + h-di + K)'"- 

Wir deii]i<4i una, um 0' ais Mittelpmikt, eine Kngel rotn 
R«i)iu< /f g^iichlagen. t'Qr alle die Punkte P dieser Eagel 
wtr«, im Falle der [{übe, der Lichtweg O'PO' der gleiche, 
AodeTB ini Falle der Bewegung; in diesem Falle bestimmt sich, 
wi« (244) bewif^t, der zu O'PO' gehörige absolute Lichtweg 
nicht durch den im Systeme ^ gemeaaenen Abstand 0' P, 
«ondnn drinib den im gestreckten Systeme £' gemessenen Äb- 
«tnnd V. Dieser aber ist, wie in (242b) gefunden wurde, nicht 
Hilf Kugeln, sondern auf Heaviside-Ellipsoideu des Systeraes S 
konntaut. B« kommt es, daß den relativen Licbtwegen O'PO' 
dnH Hystemes £, bei gleicher Länge, je nach der Kichtang 
vüü (//', vertteliindene iibsolute Lichtwege entsprechen. 

Ist 0' 1' parallel der Bewegungsrichtung, so wird, nach 
(24^11) 

Int ditgi'gen O'V senkrecht der Bewegungsrichtung, etwa 
pariilUd der ^-AcliBe, so bat man 

Demtiiich sind, gemäß (244), die zugehörigen absoluten 
Lichtwcgu 

(a44b} y, + i^-(r.+ r,)x-^ 

Bei gleirlieni relativem Licbtwege wäre hiemach der abso- 
lutp Lichtweg L im ersten Falle im Verhältnis 1 : x großer 
als im iweiten Falle. Der Unterschied der beiden Lichtweg© 
betrugt 
(244c) At - X|(l - ,3')-l - 1 ) = \ß*L, 

wvnn GrSBen Tiort«r und höherer Ordnung in ß geebrichen 
woi-deu, 

Auf die Entdeckung dieser »uerst von Maxwell aus der 
Aunahmo ruhdud^n Äthers abgvleiteteu Differena der Licht- 
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wege, welche zwei parallel bzw. senkrecht zur Erdbewegung 
gerichteten relativen Strahlen entsprechen, zielte der Versuch 
Ton Ä. Michelson^'') hin. Ea wui'den zwei Lichtstrahlen zur 
Interferenz gebracht, welche, von derselben Lichtquelle aus- 
gehend, längs zweier zueinander senkrechter Arme O'P und O'Q 
sich fortgepflanzt hatten und dort durch Spiegel zarückgesandt 
waren. Indem jedes Lichtbündel mehrmals hin und her 
reflektiert wurde, konnte die Länge L des Liehtwegea auf 22 
Meter gebracht werden. Es wurde nun zuerst der Arm O'P 
in Richtung der Erdbewegung gestellt und dann durch Drehung 
des Apparates um einen rechten Winke! der Arm O'Q in diese 
Lage gebracht. Dabei wäre eine Verschiebung der Interferenz- 
streifen zu erwarten gewesen. In Brachteilen der Wellenlänge 
des verwandten Natriumlichtes gemeasen, beträgt die für die 
Verachiebong maßgebende doppelte Differenz der beiden Licht- 
wege 



(244 d) 



2Ai 






10" 



. 22 - 10' 



.i,9 . 10 



-5 



= 0,37. 



Die erhaltenen Verschiebungen der Interferenz streifen aber 
waren kleiner als 0,02 des Streifenab Standes. 

Das negative Ergebnis des Michelsonaehen Interferenz- 
versuche s spricht gegen die Vorstellungeu über die Licht- 
fortpflanzung im leeren Räume, die den Ausgangspunkt unserer 
Betrachtungen bildeten, falls die bei der Ableitung von (244 a, b) 
stillaehweigend gemachte Voraussetzung zutrifft, daß die Ab- 
messungen der festen Körper auf der bewegten Erde die 
gleichen sind, die sie auf der ruhenden Erde wären. Laßt 
man die Möglichkeit einer Dimensionsiinderung infolge der 
Erdbewegung zu, so sind die Betrachtungen entsprecheod ab- 
zuändern. In der Tat haben Fitzgerald und H. Ä. Lorentz 
das negative Ergebnis des Michels on sehen Versuches erklärt, 
indem sie zur Hypothese der Eontraktion der Materie 
infolge der Erdbewegung ihre Zuflucht nahmen: Ea sollen 
die Körper infolge der Erdbewegung eine Kontraktion 
im Verhältnis x parallel der Bewegungsrichtung er- 
fahren, derart, daß die Pnnkte, die auf der ruhenden 
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Erde auf einer Kugel liegen würden, auf der bewegten 

Erde auf einem Heaviside-Ellipsoid liegen. 

Daß durch diese Hypothese das negative Ergebnis des 
Michelsonschen Versuches ohne weiteres erklärt wird, folgt aus 
den oben abgeleiteten Beziehnngen. Denn nach der Kontrak- 
tion sbypotheae liegen die Punkte P, die im Falle der Ruhe 
auf einer Kugel um 0' lagen, im Falle der Bewegung aof 
einem Heaviside-EUipaoide des Systemea 2. Diesem entspricht 
nun, nach (242b), im System 27' wiederum eine Kugel um 0'. 
Folglich sind jetzt die in S' gemessenen Lichtwege l'^ -j- l'^ die 
gleichen, welches auch die Richtung des Pahratrahles O'P 
sein mag; dann besagt (244), daß anch die entsprechenden 
absoluten Lichtwege die gleichen sind. 

Nach der Pitzgerald-Lo rentzachen Hypothese ist demnach 
ein positives Ergebnis des Interferenzversuchea ausgeschlosaen, 
nicht nur, was Größen zweiter Ordnung, sondern auch, was 
Größen beliebiger Ordnung anbelangt. Wird der Arm 0' Q 
statt O'F beim Michelsonschen Versuch der Richtung der Erd- 
bewegung parallel gestallt, so wird 0'^ im Verhältnis x ver- 
kürzt, O'P im Verhältnis x~' verlängert, und die hierdurch 
bedingte Veränderung der Lichtwege kompensiert gerade die 
infolge der Bewegung der Erde stattfindende, so daß keine Ver- 
schiebung der Interferenzstreifen zu erwarten ist. 

Man könnte nun einwenden, daß die Dimensionsänderungen 
fester Körper, wenn sie auch sehr klein sind, der Messung 
zugänglich sein müßten. Das wäre aber nur dann möglich 
wenn man die Abmessungen der Körper durch „absolut 
ruhende" Maßstäbe messen könnte. Wir sind aber auf solche 
Maßstäbe angewiesen, die sich mit der Erde bewegen; diese 
erfahren nach der Kontraktionshypothese bei der Bewegung 
der Erde dieselbe Längenändemng wie die zu messenden 
Körper; eine Kugel des irdischen Maßstabes ist der Kontrak- 
tionshypothese zufolge ein Heaviside-ElUipsoid des „absolut 
ruhenden" Maßstabes. Mit irdischen Maßstäben kann man 
diese Bebauptimg weder bestätigen noch vriderlegen. Auch 
wenn man zur Lüiigeum essung optische Metboden verwendet, 
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iBt es aelbsiTeratändlich unmöglich, die behauptete Kontraktion 
der Materie featzustelleu. Man würde dann die Länge eines 
Stabes durch den Lichtweg mesaeu, während beim Michelson- 
Bchen Versuch der Lieht weg durch die Länge eines festen 
Stabes gemessen wird. Der Einfluß der Erdbewegung auf 
Lichtweg einerseits und Länge des Stabes andererseits kompen- 
siert sieh aber gerade so, daß sie auf der bewegten Erde gleich 
erscheinen, wenu sie auf der ruhenden gleich wären; eine 
optische oder elektrische Messung kann also niemals die be- 
hauptete Anisotropie der Körper auf der bewegten Erde fest- 
Btellen. 

Die zur Erklänmg des Mi chelaon sehen Versuches ein- 
geführte Kontraktioushjpothese erscheint zunächst bedenklich. 
H. A. Lorentz hat indessen versucht, sie plausibel zu machen, 
indem er von der Vorstellung ausging, daß die Molekular- 
trafte, welche die Form fester Körper bestimmen, elektrischer 
Natur sind. An jedem Moleküle des ruhenden Körpers halten 
sich, dieser Vorstellung zufolge, die von den übrigen Molekülen 
herrührenden elektrostatischen Kralle das Gleichgewicht. Wird 
nun der Körper in eine gleichförmige Translationsbewegung 
versetzt, so werden die Molekulai-kräfte abgeändert, indem zu 
dem elektrischen Felde ein m^netisohes tritt. Wie in § 18 
dargelegt wurde, entspricht dem Gleichgewichte der elektro- 
statischen Kräfte im ruhenden Systeme ein Gleichgewicht der 
elektromagnetischen Kräfte in einem bewegten Systeme, wel- 
ches aus jenem durch eine Kontraktion im Verhältnis x parallel 
der Bewegungsrichtung hervorgeht. In dem bewegten kontra- 
hierten Systeme würde also an jedem Moleküle Gleichgewicht 
der Molekular kräite bestehen, wenn es in dem ruhenden 
Systeme bestand. Es erscheint die Annahme nicht ungerecht- 
fertigt, daß das System der Molekfllo, in Bewegung gesetzt, 
von selbst die neuen Gleichgewichtslagen annimmt; dann er- 
fährt der Körper gerade die Lorentzsche Kontraktion. 

Betrachtet man die Molekularkräl'te in ruhenden Körpern 
als elektrostatische Kräfte, und laßt mau die Wirkungen der 
regellosen Molekularbewegungen außer acht, so erscheint es 
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hiernach plausibel, daß ein fester Körper, in Bewegung ge- 
setzt, sicli der Bewegungaricbtung parallel im Verhältnis x 
kontrahiert. Allerdings dürfen wir uns nioht verhehlen, daß 
wir noch weit davon entfernt sind, die Molekularkräfte in 
ruhenden Körpern auf Grand der elektrischen AuffasBung be- 
friedigend gedeutet zu haben. 

§ 46. Dia Ortezeit. 

Wir wollen uns in diesem Paragraphen auf den Stand- 
punkt der Kontraktionshypothese stellen. Dann yerstehen wir, 
wie es kommt, daß bei der Messung des Lichtweges die durch 
die Bewegung des Systemes gegebene Vorzugericbtung dem 
mitbewegten Beobachter entgeht. Es empfiehlt sich, mit den 
Koordinaten x', y, s' des Hilfsaystemes i^ zu rechnen, welches 
aus dem gegebenen materiellen System durch eine Streckung 
parallel der Bewegungsrichtung, im Verhältnis \:y., hervor- 
geht. Denn, wenn das System aus der Ruhe in den Zustand 
der Bewegung übergebt, werden die relativen X-Koordinaten 
gemäß der Kontraktionshypothese im Verhältnis )c:l kleiner; 
die zugehörigen x'- Koordinaten jedoch sind im Falle der Be- 
wegung die gleichen wie im Falle der Ruhe. Mit den Koor- 
dinaten x'y y', e des Systemes 2^ und dem in diesem Systeme 
gemessenen Lichtwege V stehen die auf räumlich feste Achsen 
bezogenen Koordinaten x-, y, g und der absolute Lichtweg l in 
dem durch {243, 243o) bzw. durch (243a, b) formulierten 
Zusammenhange. 

Einem mitbewegten Beobachter, der in dem Systeme 2," 
seine Messungen vornimmt, scheint das Licht nach allen Seiten 
bin mit der gleichen Geschwindigkeit fortzuschreiten; wir 
wollen diese Geschwindigkeit mit c bezeichnen und zulassen, 
daß sie von dem Betrage der Geschwindigkeit des bewegten 
Systemes abhänge, mithin von der durch ruhende Beobachter 
gemessenen Lichtgeschwindigkeit c verschieden sei. Da der 
Lichtweg jedesmal das Produkt der Lichtgeschwindigkeit und 
Ltchtzeit ist, so kaim Gl. (243) geschrieben werden: 

(24ö) xet^c' t' + ßx'. 
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Die Zeit t' , d h. den Quotienten aus Licttweg V und 
LichtgeHch windigkeit c' im bewegten System i"', nennt H. A. 
Lorentz die „Ortszeit". Diese Zeit ist es, nach der mit- 
bewegte Beobachter ihre Uhren stellen, wenn sie sieh zur Ver- 
gleicbung des G-anges der Uhren elektrischer oder optischer 
Mittel bedienen. Dies kann etwa folgendermaßen geschehen.*') 

In den Punkten 0' und Ä des bewegten Syatemes mögen 
sich zwei synchrone Uhren befinden. In dem Augenblick, wo 
die Ubr in 0' die Zeit Null anzeigt, werde von 0' aus ein 
Lichtzeichen gegeben; bei seinem Eintreffen in A' soll der 
Zeiger der dortigen Uhr auf diejenige Zeit eingestellt werden, 
die sich als Quotient aus dem mit einem mitbewegten Maß- 
stäbe gemessenen Liehtwege 0' A! und der im bewegten 
Systeme £' gemessenen Lichtgeschwindigkeit c ergiebt. Die 
so gestellte Uhr zeigt die Ortszeit t' des Pnnktes Ä an. Ihren 
Zusammenhang mit der „allgemeinen" d. h. der von ruhenden 
Beobachtern festgestellten Lichtzeit t gibt (245) an; dabei ist 
x' die Projektion des Lichtweges G A' auf die Bewegunga- 
richtung des Syatemes. 

Wir wollen annehmen, daß wie x so auch der Quotient 
C :c nur um Größen zweiter Ordnung in ß von eins verschieden 
sei. Dann wird (245) bei Vernacblässigung von Größen 
zweiter Ordnung 



(a45a) 



( = r -f 



Px- 



Es geht also in einem Punkte Ä des bewegten Syatemes 
die auf Ortszeit gestellte Ubr nach oder vor gegen die allge- 
meine Zeit, je nachdem die a:'-Koordinate des Punktes A' po- 
sitiv oder negativ ist; dabei ist die Identität der allgemeinen 
Zeit t und der Ortszeit (' im Koordinatenursprung 0' willkür- 
lich festgesetzt worden. Der Qangunterschied ■ -- zweier nach 

Ortszeit C bzw. nach allgemeiner Zeit / gestellter Uhren er- 
fährt einen entsprechenden Zuwachs, wenn man, durch ein 
■ Lichtzeichen von Ä ans, in der oben erläuterten Weise eine 
V in B" befindliche Uhr reguliert; dieser Zuwachs ist jeweils 
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proportional der Projektion des im Systeme S" zurückgelegten 
LiehtwegeB auf die Bewegungsrichtung des Sjstemes. Wenn 
man, unter Einschaltung einer Reihe von Stationen, eine XJhr 
im bewegten Systeme durch Lichtzeichen einstellt, so gelangt 
man zu derselben Zeigeratellung, als wenn es durch direkte 
Zeichen von 0' aus geschehen wäre. Die Ortszeit ist dem- 
nach in der Tat nur eine Ortsfiuiktion im bewegten- Systeme. 

Wir sind jetzt imstande, zu beurteilen, unter welchen Um- 
ständen die Beobachtung einen Einfluß der Erdbewegung 
auf die Lichtzeit und damit auf die Lichtgeschwindig- 
keit entdecken könnte. Es kommt olfenbar darauf an, durch 
welche Mittel die Stellung der Zahnräder, Spiegel oder son- 
stigen Vorrichtungen reguliert wird, deren man sich zur 
Messung der Lichtzeit bedient. Geschieht die Regulierung auf 
elektrischem oder optischem Wege, so kommt es auf dasselbe 
heraus, als wenn die Lichtzeit durch die Differenz der Orts- 
seiten des Empfängers und Senders gemessen wird. Dana ist 
es, nitcli der Definition der Ortszeit, selbstrerständlich, daß die 
gemessene Liclitzeit und daher auch die Lichtgeschwindigkeit 
unubhiiiigig von der Richtung des Strahles gegen die Be- 
wegung der Erde wird. Um einen Unterschied der (Geschwin- 
digkeit zweier, parallel bzw. entgegen der Bewegung der Erde 
gvrichtet«r Strahlen festzustellen, bedürfte es einer mechanischen 
Ileguliei'img der Zahnräder oder rotierenden Spiegel, wobei 
Fehl« gleich dem Bruchteil 10 — * der Liohtzeit vermieden 
•ein milQt«n. Eine so genaue mechanische Regulierung würde, 
irsiu) sie überhaupt theoretisch als möglich angesehen wird, 
dooh firaktiscii nicht durchführbar sein. So spricht es denn 
kcinoawegs geg«n die Urundanuahmen der hier entwickelten 
Thfiorie, wi''tin ein derartiger Einfluß der Erdbewegung nicht 
entdeckt worden ist Dabei kommt, d« es sich hi« nur um 
Oriüßen erster Ordnung in ß bandelt., die Hrpotheae der Kon- 
traktion b»ir«gter Körper zunächst nicht ins SpieL 

Dks ist erst dann der F»ll, wum Gröfien zweiter und 
hÖh«vr t^niu^ in ß berücksichtigt »wAan und deni«Qt- 
aprcdtend di* Ortsieit f durch (^ä-45> definiwt wird. ThSl 
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die Kontrakt! OD sbypothese zu, Bo ist auch jetzt noch eine jede 
elettrische oder optische Rej^lierung einer Messung der Zeit 
durch die Differenz der Ortszeiten äquivalent. Dann bleibt 
einem mitbewegten Beobachter, seibat wenn er Größen zweiter 
oder höherer Ordnung messen kann, die durch die Erd- 
bewegung bedingte Vorzugsrichtung verborgen, wenn er mit 
dem Lichte irdischer Lichtquellen Lichtzeiten oder Licht- 
geschwindigkeiten bestimmt. 

Wir denken uns jetzt die Dauer irgendeines Vorgnngea 
das eine Mal in allgemeiner Zeit t gemessen, das andere Mal 
in der Skala der Ortszeit t'. Aus (24Ö) folgt 

(246) xcAt^c'Af; " 

dabei ist At das mit der ruhenden Uhr gemessene Zeitintervall, 
Af das entsprechende Zeitintervall, gemessen in der Ortszeit- 
skala an einem bestimmten Punkt des bewegten Syatemes. 

Mim ist also gezwungen, wenn man für die Liehtfort- 
püanznng im Eaume die hier zugrunde gelegten Annahmen 
macht, entweder die Lichtgeschwindigkeit c, gemessen im be- 
wegten Systeme Z', als verschieden von der Lichtgeschwindig- 
keit c in einem nihenden Systeme anzunehmen, oder einen 
Unterschied in der Zeitdauer eines Vorganges, wenn sie das 
eine Mal auf die Skala der allgemeinen Zeit, das andere Mal 
auf die Ortszeitskala eines mit dem Systeme bewegten Beob- 
achters bezogen wird, zuzulassen. 

A. Einstein") stellt die Forderung auf, daß die Licht- 
geschwindigkeit denselben Wert haben aoU, sei es, daß sie im 
ruhenden oder im bewegten Systeme gemessen wird: 



c = c. 



Diese Forderung führt ihn dazu, zu verlangen, daß die 
Dauer irgendeines, etwa periodischen Vorganges eine ver- 
schiedene sei, je nachdem sie in der Skala der allgemeinen 
Zeit oder in der Skala der Ortszeit eines bewegten Beob- 
achters gemessen wird: 

(246 a) r = Tyi-ß*. 
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Würde ea eine Uhr geben, welche, aus dem Zustande der 
Euhe in den der Bewegung versetzt, ihren Gang nicht änderte, 
so würde es hiemach prinzipiell als möglich erscheinen, jene 
Veränderung der Skala der durch Lichtzeiehen regulierten Zeit 
festzustellen uud damit einen Einfluß zweiter Ordnung der 
Bewegung eines Sjstemea zu erhalten. Anders, wenn die Ge- 
schwindigkeit, mit welcher der Zeiger der Uhr vorrückt, 
durch die Bewegung gerade in dem Verhältnis -a verringert 
wird; dann mißt sie im Falle der Rohe die Zeitintervalle in 
allgemeiner Zeit; dagegen in ein bewegtes System eingefügt, 
mißt sie die Zeitintervalle in der Ortszeitskala. Eine solche 
Uhr würde nicht dazu dienen können, einem mitbewegten Be- 
obachter die Bewegung des Syatemes anzuzeigen. Indem nun 
Einstein zu dem obigen Postulate der „Konstanz der Licht- 
geschwindigkeit" noch das Postulat der „Relativität" hinzu- 
nimmt, welches eine Feststellung der gleichförmigen Trans- 
lation sbewegung eines abgeschlossenen Systemes durch mitbe- 
wegte Beobachter ausschließt, gelangt er zu der Forderung, daß 
eine Ulir — und jeder periodische Vorgang kaou als Uhr be- 
trachtet werden — ihren Gang infolge der Bewegung in dem 
durch (246a) gegebenen Verhältnis x verlangsamt. 

Diese Forderung führt, wie Einstein selbst bemerkt, zu 
höchst sonderbaren Konseqnenzen. So würde von zwei sonst 
gleich beschaffenen Unruhuhren, von denen die eine am Äqua- 
tor, die andere an einem der Pole der Erde sich befindet, die 
erste infolge der Umfangsgeschwindigkeit der Erde um einen 
kleinen Betrag langsamer laufen als die zweite; der Gang- 
unterschied würde nach Verlauf einer Zeit T betragen: 

T^T=T [ 1 - Vi ~ ^» I =\§?T, 

bei Vemachlässigung von Größen der Ordnung /3*. Ebendasselbe 
würde stattfinden, wenu die eine Uhr in einem Punkte A ruhen, 
die andere, im Falle der Ruhe mit ihr synchrone, nach Durch- 
laufung eines geschlossenen Weges, wieder in A anlangen würde. 
Diese Konsequenzen erscheinen, obwohl die Gangimter- 
achiede unter der Grenze der Meßbarkeit liegen, als nicht an- 
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nehmbari sie machen ea notwendig, die Einsteinache Zeitdefi- 
nition abzulehnen. Wir stellen ihr die Forderung entgegen, 
daß die Dauer ii^eiideines Vorganges die gleiche aei, ob sie 
nun in der Sitala der allgemeinen Zeit oder in der Ortszeit- 
skala gemessen wird. Dann müssen wir allerdings das Postulat 
der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit fallen lassen; denn 
dann folgt aus (S46): 
(246 b) c' == c yi — ß*. 

Die Lichtgeschwindigkeit, gemessen auf der Erde mit dem 
Lichte irdischer Lichtquellen, wäre hiernach infolge der Be- 
wegung der Erde im Sonnensystem etwas kleiner als die astro- 
nomisch gemessene Lichtgeschwindigkeit, und zwar um 

Diese Abweichung liegt ebenfalls innerhalb der Grenze 
der Fehler der Beobachtung. 

Ein Einfluß der Bewegung des Systemes auf den Gang 
einer Uhr würde nach dieser Auffassung nicht anzunehmen 
sein. Vielmehr würde das Postulat der Relativität auf Grand 
Ton (246b) gerade die Unabhängigkeit des Ganges einer Uhr 
Ton ihrer Bewegung verlangen. Es bezieht sich überhaupt, 
wie aus den Ent Wickelungen der folgenden Paragraphen noch 
deutlicher hervorgehen wird, das sogenannte „Theorem der 
Relativität" keiueawega auf Zeiten, sondern auf Längen, d. h, 
auf Produkte aus Geschwindigkeiten und Zeiten. So können 
denn auch die beiden aoeben dargelegten Auffassungen zu- 
sammengefaßt werden in der Formel; 
(246 c) c'T'^cTyi-ß\ 

% 47. Die ZiOrentEsche Transformation, 

Wir verstehen unter ic, y, s, \ Koordinaten und Lichtweg, 
bezogen auf ein im Räume festes Achsenaystem. Diesem ur- 
sprünglich gegebenen Systeme H von vier Größen wurde durch 
die Gleichungen (243a, b) ein anderes System S von vier 
Größen «', y', /, X zugeordnet: 
(247) %l'^l — ßx, %x=x — ßl, y' = y, ^' = s. 



V.X 

AbraLam, TliDoiis [ler ElokniziUt. II. 1. AuE, 



H 
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Diese Größen haben, für einen Körper, welcher in Rich- 
ttmg der x-Äehse mit der Geschwindigkeit cß bewegt wird, 
die Bedeutung von Koordinaten nnd Liehtweg, bezogen auf 
mitbewegte AchBen, aber nicht in dem bewegten materiellen 
Körper selbst gemessen, sondern in dem Hilfskörper, welcher 
diirch eine Streckung parallel der K-Ächae, im Verhältnis 

l:;t=l:yT^S 

aus ihm entsteht. Durch x', y, jt', X drücken sich, gemäß 
(247), die ursprünglich gegebeneu Größen folgendermaßen aus: 

(247 a) K^ — i' + ^a:', x a; = ,7;' + /3 T, y = y', s^z'. 

Die durch (247), bzw. durch (247a) gegebene Trans- 
formation der Koordinaten und des Lichtweges nennen wir mit 
H. Poincare*'') eine „Lorentzsche Transformation". Wir 
beschränken una auf den Fall ^ < 1, da für /3 > 1 die Trans- 
formation zu imaginären Werten führen würde. 

Aus (247) folgt, wenn wir a;, y, b, l als Unabhängige be- 
trachten : 

Bl' 1 SV ß Sx^^_ß 3^_i 



(^■"•■) n-l r.—l 



Entsprechend folgt aus (247 a), "wenn x', ij , g\ V Unab- 
hängige sind: 

OAi \ 81 1 dt ß Sx ß dx 1 

t^iiCj gj'^x' daf"^' 81'^ 



V X 

8x''' 



Aus jedem dieser Gleichungssysteme kann mau schließen, 
daß die Determinante der Loreutzschen Transformation 
gleich 1 ist. 

Wir denken ans jetzt einen — tmaterieUen oder elek- 
trischen — Punkt, der sich in vorgegebener Weise bewegt. 
In dem ursprünglichen Systeme H wird seine Bewegung dar- 
gestellt, indem seine Koordinaten x, y, als Funktionen der 
Zeit t und damit des vom Lichte in der Zeit ( zurückgelegten 
Weges cf -= l angegeben werden: 

(24S) x^zil), y^y{l), b = b{V). 
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Ist U der Geschwind igkeitsvektor des Punktes, so werden die 
Geschwindigkeitskomponenten, wenn man sie auf die Licht- 
geschwindigkeit als Einheit bezieht: 

(UHb.^ i^Ü^-15 a=!^-^ o=!U_^. 
(,^4Haj ^^^---^, q^=-__^j, ^^=^-^. 

Man gehe nnn zn dem transformierten Sjateme £' über; 
die durch 

{249} x'~x'(V), y'=tf'(r), /=/(0 

gegebene Bewegung in 2' mag der durch (348) gegebenen 
Bewegung in S entsprechen, mithin die Geschwindigkeits- 
komponenten in £,', bezogen auf die Lichtgeschwindigkeit c' 
in Z' als Einheit: 

l,/4yaj ^^--^^^, ,^___^, |,^____ 

den durch (348a) gegebenen Geschwindigkeitskomponenteu 
in S. Es ist die Aufgabe, die Begehi festzustellen, nach 
denen die Geschwindigkeiten in Z und £' vermöge der 
LorentzBchen Transformation einander zuzuordnen sind. 

Aus (247) folgt, wenn, gemäß (248), x als Funktion von l 
betrachtet wird: 



(250) 


dV 
"^1 = 


i-^S=i 


-ßt.f 








dx' 
"dl 




~ß. 






Durch Division der beiden letzten 


Gleichungen 


ergibt 


sich 


(250 a) 


■»; 


dt 1 — öl 


1. 







In entsprechendet Weise erhält man för die y- Kompo- 
nente von n' 

''*'"' dt ^ didi'^'^i'dr 

aus Gl. (250) den Ausdruck 



(250b) '^'-liPk, 
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und fflr die £- Komponente 

Durch eine leichte Rechnung leitet man aua (250a, b, c) 
für den Betrag von q' die Formel ab: 

(250d) 1-|,.|.= <1=M_=M). 

Ein Punkt, der sieh in 2^ mit Lichtgeschwindigkeit bewegt, 
bewegt sich auch in £' mit Lichtgeschwindigkeit^ denn 
|n I = c, j q I = 1 entspricht nach (250 d) «l'= 1, | B' I = c'- 
Ebenso ersieht man, da ß^< 1, ohne weiteres aus dieser 
Formel: Unterlichtgeschwindigkeit in 27 entspricht 
Unterlichtgeschwindigkeit in 2J', Überlichtgeschwin- 
digkeit in £ entspricht Überlichtgeschwindigkeit in 2^. 
Aus den Gleichungen (250a bis d), denen gemäß sich die 
Komponenten und der Betrag von q' durch die Komponenten 
von q ausdrücken, erhält man die Formeln, nach denen sich 
umgekehrt q' in q transformiert: 

„ _ l-. + ß 



(251 a) 



i + pq;' 



(251b) q = "^'' 



1 + Pi; ' 

(251c) ".-f-^'k- 

(^51d) 1 |q| - ^1 + ^,-^, 

Wir machen, bevor wir weitergehen, von den obigen 
Transformationaformeln eine Anwendung auf die folgende Frage: 
In einem materiellen Systeme (etwa dem PlaneteoBysteme) aoE 
eine Uhr (man mag dabei an einen umlaufenden Jupjtermond 
denken) ihren Ort ändern. Dem Systeme und der Uhr werde 
ferner eine gemeinsame Transktionabewegung im Räume ge- 
geben. Wird ein mitbewegter Beobachter diese Bewegung 
des Systemes durch Beobachtung jener relativ zu ihm bewegten 
Uhr feststellen könnrai? Wir werden sehen, daß er sie nicht 
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feBtstellen kann, falls die LoreEtzsche KontraktioDshypothese 
zutrifft, und falls der Gang einer im bewegten Systeme festen 
Uhr durch die Bewegung in dem Verhältnis (246c) abge- 
ändert wird, wie wir am Schlüsse des vorigen Paragraphen 
forderten. 

Wir betrachten- zunächst das durch den Weltenraum 
bewegte System; der in ihm feste Beobachter bewegt sieh mit 
der Geschwindigkeit cß parallel der ic-Achee, die Uhr mit der 
Geschwindigkeit c(f in beliebiger Richtung. T sei die Zeit 
eines Zeigerumlaufes (Mondumlaufes), welche ein mit der Uhr 
(dem Jupiter) bewegter Beobachter wahrnehmen würde, ge- 
messen in der „allgemeinen" Zeitskala. Unser Beobachter, der 
sich mit einer andereu Geschwindigkeit bewegt, nimmt jedoch 
eine andere „allgemeine" Zeit des Umlaufs T* wahr. Diese 
bestimmt sich aus dem Dopplerschen Prinzip; dabei ist die 
Formel (75c) des § 14 anzuwenden, welche sich auf den all- 
gemeinen Fall bezieht, wo sowohl die Lichtquelle wie der 
Beobachter sich bewegt. Sie ergibt, bei entsprechend geän- 
derter Bezeichnung: 



(252) 



T*^T- 



l — äx' 



Der Kontraktionshypothese zufolge ist das Körpersystem 27 
infolge seiner Bewegung parallel der Bewegungarichtung im 
Verhältnis x : 1 kontrahiert, Geht man nun mit Hilfe der 
LorentzHcben Transformation zum System 2^' über, so bedeutet 
dies eine Streckung parallel der Bewegungsiicbtung, im Verhält- 
nis l:x. Hierdurch gelangt man zu derjenigen Konfiguration 
zurück, welche dem Systeme bei fehlender Translationsbeweguug 
im Weltenraume zukommen würde. Das System £' ist also 
mit dem materiellen Systeme im Falle der Ruhe identisch. 

Im Systeme Sl' ruht nun der Beobachter, während die 
Uhr sich mit der Geschwindigkeit c'n' bewegt. Hier ergibt 
die Anwendung des Dopplerschen Prinzips: 



(252 a) 



T*' -^ T' 



Dabei ist T' die Umlaufszeit des Zeigers der bewegten Uhr, 




KT* 

»■»w y »f »••*« ^ffiiw riiMH. T^ vtr 

X'v» ■^, Ml* i?^« t •: JKWS -warn, de ?nnB»t. la: 
mir V«« ^tfi» 'Ä3H' Üfvi/atc jt 

t*»^mtA^!» ^*,tFm*r «h«w CTUUBät» te» Zeuget ier ~i«iv;a!«L 
f;i(v ',<<*» ^»y.ßn««»«!**«» , ii44n«<>li£«s T-w. "Bitem. am: w C6r 
'-^^il* .f-»»K«*t^, ■W»'*n^t»- f'wut», »W — -»»»fcäi» ^J >iHK «n» 
;t^ »v^ -fü« ''wn«t)4iet<täi« -Ur rvirm^xpm. Vkx. -iam mubsr Kit. 

*a^Ay4 '/'; / M *»«**' lAwei** Ulis 'fem •iinaL S<? Eni- 

iiM«fA >i* f viw* i; 

4f _ f4r '. 1— ^_ 

f/flf(f. M*MVr KiirfffiiUi (ZtfZf,) 'h» Whäboi» d«r vom Beobwluer 
WährK»ih/fttnn*<inm \',mSiuifw^tUm, Am «ine Hai in der Skala 
lU'm HfnUfmm L' , Aam «n'l^rA Mal in der allgemeinen Zeitskala 

WIh «Hl H'tliliiHtiM (IdM »«rij^BH farftgraphen dargelegt warde, 
1*1' i\U'n iliift VtirliältniN, rirwili'loin »ich die Daaer irgendeines 
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periodischen Yoi^angea ändert, wenn man ihn zaerst in der 
Sk&la der allgemeinen Zeit und sodann in der Ortszeitskala 
eiaee mit der Geschwindigkeit ß parallel der x-Acbae bewegten 
Beobachters miBL Es ist dies femer, wie wir gemäß dem 
Postolate der RelatiTität in (246c} forderten, die Änderung 
der Umlan&gescli windigkeit des Zeigers einer Uhr, welche aas 
dem Zostande der Ruhe in den der Bew^ong versetzt wird. 
Nach der Annahme tod Einstein (c -= c) stimmt das Verhält- 
nis (352 e) mit (346 a) Oberein, während es nach unserer Äßf- 
&8sang gemäß (346b) gleich eins wird. Welche von beiden 
AnfTaasungen man anch bevorzogt, der Einfluß der Bewegung 
des ganzen Systemes entzieht sich der Beobachtong, da der 
mit dem Systeme bewegte Beobachter mit seiner Uhr dieselbe 
Umlanfszeit des Zeigers der relativ zd ihm bewegten Uhr fest- 
stellt, als wenn das ganze System im Raum ruhte. 

Wir gehen jetzt zar Traneformation des Beschlenni- 
gangsvektors ober.. Wir setzen 

(253) 

(253a) 

und erhalten durch Differentiation von (350 a) 

., _ dl d_ip^^-p_\ 
^* dVdl\l—^^J ' 

und hieraus, mit RQcksicht auf (350) 

mithin 

(253b) ^>(t4^- 

oder 

(353c) 4; = ,T^1^4 ''^*-''' 



^ dl 


1 d% 
~ e* dt' 


dn'_ 
' dt 


1 df 
c'' d( ' 



'» = (i-^U'^(>-P<r^' 

Ahnlich erhalten wir aus (3Ö0b) durch Differentiation 

i' dl d t %%, \_ X d I x^y \ 
^»^ drdl\i-fiV^\ i~ß^,dl\l~ß^J 
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folglich 

und entsprechend für die z-Komponente 



(253 e) 



i.= ~i^ 



Die Formeln {253c, d, e) können wir noch einfacheT 
aohreiben, wenn wir zur Abkürzung den Vektor einführen 

dann lauten sie nämlich 

(254a) ii;=P., tq;=P,, xq;=i- 

Betr achten wir insbesondere einen — materiellen oder 
elektriachen — Punkt, der sich gerade mit der Geschwindig- 
keit des Systemes bewegt, aber nicht mit konstanter, aondem 
mit variabler Geschwindigkeit. Die Regeln, nach denen die 
Besohl eunigungskomponenten aus dem System 2! in das 
System 2J' umzurechnen sind, gehen aus (263b, d, e) hervor, 
indem gesetzt wird 

dann folgt: 

(255) ii;=ii.>t-S i^'s-%x--, i^■,^^,x-'. 

Diese Ergebnisse werden weiterhin von Nutzen sein. 




§ 48. Das Theorem der Belativität. 

Die im vorigen Paragraphen erörterte Lorentzsche Trans" 
formation steht, wie wir gesehen haben, in enger Beziehung 
zu den Gesetzen der Licbtfortpflanzung im Räume. Da diese 
Gesetze, der Theorie der elektromagnetischen Strahlung zufolge, 
sich aus den Feldgleichungen der Maxweilscheu Theorie ab- 
leiten, so kann man erwarten, die Lorentzsche Transformation 
mit diesen Feldgleichungen verknüpft zu finden. In der Ta^H 
ist H. A. Loreutz^^) von den Feldgleichungen seiner Theori^N 



.8 48. 
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aus zu jener Trans formation und zu dem nimmehr abzuleiten- 
den „Theorem der Relativität" gelangt. Von den Autoren, 
die, dem von Lorentz eingeschlageneij Wege folgend, das 
Fehlen eines merklichen Einflussea der Erdbewegung mit 
diesem Theorem in Verbindung gebracht haben, sind H. Poin- 
care"), A. Einstein^'), M. Plauck'^ä) uud H. Minkowski"») zu 
nennen. Wir verstehen, indem wir nna der Schreibweise des 
§ 28 bedienen, unter c und ^ die elektromagnetischen Vektoren, 
die in den nrsprfln glichen Feldgleiehungen der Elektronen- 
theorie auftreten; diese lauten, wenn man et = 1, b = cq setzt: 

ourl|j-g* = 4:ipq, 



eurlt + ^.;. = 0, 



(I) 

(II) 

(11^ diTc = 4jri,, 

(IT) divlj^O. 

Welche Form nehmen diese Feldgleichungen an, wenn man, 
statt der Unabhiingigen x, y, e, l durch die Lorentzache Trans- 
formation (247) die neuen Unabhängigen as', p', s, V einführt? 
Wir transformieren zunächst die 4 partiellen Differential- 
gleichungen (in) und (I), indem wir die Regeln (247 b) beachten; 
sie ergeben dann; 



4«?, 



gy' 3.' ar « ^fl^' , *-^i"fif 



3 b' 



SC « ^ Ba;' 






Se" 0a;' k 



gi 



ZX 



dx 



Jx X 3f K dy' 81' X "•" Sa;' X ^"f^-- 
Man setze nun: 

Dann erhält man aus den ersten beiden jener Differential- 



(256) 
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gleichuBgen, indem man die eine, mit — ß multipliziert, zur 
anderen addiert: 

während die beiden letzten Differentialgleichungen sich schreiben: 

3fc ai; 9»t . 

8x dy of ^^' 

Transformiert man ferner die Dichte der Elektrizität ge- 
mäß der Festsetzung 

(257) 3<p'=p(l-^0, 

und dementsprechend die Dichte des Konvektionsstromes, mit 
ürücksicht auf (250a, b, c), folgendermaßen: 

(257 a) xp'„;=p(,,-^), 

(257b) e'nä=9^, t>'H>PH-, 

so lautet das System der transformierten FeldgleichuDgea (I) 
und (in) in leicht rerständlieher Symbolik: 

(Ur) diy'f'=43te', 

(I') cnrlT-|^ = 4«p'i,'. 

Aus (ni) und (I) gehen (IV) and (II) hervor, indem man ^ 
Btatt e, — c statt ^ Bchreibt und g gleich Null setzt. Da die 
Formeln (256) hierbei ungeändert bleiben, wofern zugleich l|' 
an Stelle von e', — (' an Stelle von ^' tritt, so lauten offenbar 
die transformierten Feldgleichungen (IV) und (II): 

(IV) div'Ö'^0, 

(n-) eurl'e'+ 11^ = 0. 

Es entsprecben also die auf das System S' transformierten 
Feldgleichungen durchaus den Feldgleichuugen des ursprOBg- 



§48. 
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liehen Systemes S, falls die Dichte der Elektrizität gemäß (257), 
uod falls die Feldstärken gemäß (256) transformiert werden. 
Wir wollen zunächst auf die Bedeutung der Relation (257) 
genauer eingehen. Die Vergleichung mit (250) ergibt für das 
Yerlmltnis der elektrischen Dichten in einander entsprechenden 
Punkten von 2! und 2': 



Andererseits ist ans dem im vorigen Paragraphen bereits 
erwähnten Umstände, daß die Funktionaldeterminante der Lorentz- 
schen Transformation gleich 1 ist: 



ST ill 8£ ^ 

dl dx dy du 

dx' dx' dx dx' 

_"gJ dx dy dz 

^ Sy^ 3 y^ d_y^ 

dl dx dy dz 

de' de' dz' dz' 

dl dx dy dz 



1-^00 

X X 



-i^ - 

K X 

10 

1 



1, 



die bemerkenswerte Folgerung zu ziehen: Einander entsprechende 
Bereiche in den Tierdimensionalen Mannigfaltigkeiten der Größen 
{xyzT) und {x' y' z' X) haben die gleiche Ausdehnung: 

dx' dy' dg' dl' — dx dy de dl . 

Demnach ergibt (258): 

(258 a) q' dx' dy' ds' = q dx dy de, 

d. h. einander entsprechende Raumelemente in £und.£', 
ersteres zu einer gegebenen allgemeinen Zeit t, letzteres zu der 
entsprechenden Zeit t', haben die gleiche elektrische 
Ladung. Wir können demnach das Resultat der obigen Ent- 
wickelungen so zusammenfassen: (üehtman von dem Systeme 
E durch eine Lorentzsche Transformation (247) zum 
Systeme S' über, indem mao die elektrischen Ladungen 
entsprechender Volutoelemente zu entsprechenden 
Zeiten einander gleich setzt, so bleiben die Feld- 
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gleichangen d«r EtcktroBentheorie angeiadert, wo- 
fern msii die Feldstärken e, | in X and t', %' in Z^ 
durch (256,1 einander zuordnet Diesen msthonntiBä^ 
Smtx n^Hien wir mit H. Miokow^**) du ^Tlieorera der 
ReiatiTität". 

Diesem Theorem gestattet ea, jedes ProUein, wddea nd 
auf ein in ^eiebfÖnniger Tränslationsbew-egiuig be^riKna 
dektromagnetisches System X berirfitT in ein anderes ProbI«n 
so tranafoimiereD, welehea ein mkendt^, parallel der Bewegongs- 
ridUnng im Verbältniä 1 : yi — fP gestrecktes Sjstein X' be- 
farifft. IHese Abbildong auf ein rolMudea System ist ona kemoB- 
mgfi Ben: wir hatten sie bercitB in § 18 auf das Feld anea 
^eidißrmig bewegten EMlrau angewandt and sie in §40 
bei der ErÖrtemng dea Versadies Ton Michekon herangnogm. 
Wir wijt^en aach, tkfi das System X', wofern man keine be- 
sondere Hypothese hinzunimmt, im allgemeine toö dem nr- 
spröngliehen Systeme im Falle 6ei Kohe verschieden sein wird, 
and daß dann die Bewegang des Systemen anf die elektio- 
■tagnebachen Vorgänge in demselben einen ElnäoB zwmber 
Oronu^ äoßem wird. 

Die Hypothesen, durch welche man dem Postalate der 
Relatirität äenüge leistest kxnn, sind jetzt auf Grnnd da 
obigen, aas den Feldgteichangm abgeleiteten Theorems Folgender- 
maSen zn forma lierrai: Das rnhende System £^, welche«] 
ans dem gleichförmig bewegten Körpersysteme Xdnreh 
die Lorentzsche Transformation herrorgebt. soll — 
geometrisch wie elektromagnetisch — mit demselben 
Körpereysteme im Falle der Rahe identisch sein. Dieaei 
Fordertmg enthält in sich die Kontraktionahrpothese sowie die 
in § 46 aufgestellte Hypothese, die sich aof den Gang 
bewegten Uhr bxw. aof die Lichtgeschwindigkeit in 
bewegten Systeme bezieht. Zn die^n Annahmen tritt nna 
one weitere, weldie die Dichte der Elektrizität betriät: da die 
>)*Urieehe X^ong eines Ranmelements bei der EontraktiiMi 
Meibcn soll, so mnfi die Dichte p' in dem 

sprechend kleiner sein als in dem bewegt^^ 



^48. 
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kontrahierten Systeme £; in der Tat ergibt {257), wenn man 

^x= ß setzt: 

(258b) p'=pl/n^. 

Diese Forderung ist eng mit der auf den Lichtweg be- 
züglicben Forderung (24(jc) verknüpft; denn elektrische Dichte 
und Liehtweg sind im Sinne des RelativitUtatheorems durch 
die allgemeine Beziehung (258) miteinander verbunden. 

Findet nun in dem bewegten Systeme S, infolge einer 
gewissen Bewegung der Elektrizität, ein elektromagnetischer 
Vorgang statt, gemäß den Feldgleichungen {I) his (IV), so wird 
ein im Räume fester Beobachter die Feldstärken t, ^ feststellen. 
Der mitbewegte Beobachter jedoch, mit seiner nach der Orta- 
zaitakala gestellten Uhr und seinem kontrahierten Maßstabe, 
wird der abgeänderten Dichte der Elektrizität und des Kon- 
vektionsstromes, den Feldgleichungen (F) bis (IV) entsprechend, 
die Feldstärken t', ^' zuordnen. Alsdann wird er die gleich- 
förmige Bewegung des abgeschlossenen Systemes nicht wahr- 
nehmen können, wie es das Postulat der Relativität verlangt; 
denn der elektromagnetische Vorgang verläuft für ihn genau 
80, als ob das System ruhen würde. So ist denn für ihn der 
Einfluß der absoluten Bewegung eliminiert, obwohl er in den 
nraprün glichen Peldgleichungen enthalten war. 

Den Einfluß der absoluten Bewegung ganz zu beseitigen, 
gelingt indessen nicht. Er maß von Bedeutung werden, sobald 
man die Beobachtungen eines mitbewegten Beobachters mit 
denen eines aolchen vergleicht, der sich an der Bewegung 
nicht beteiligt. Ein solcher würde, wenn er über hinreichend 
genaue Äppai-ate verfügte, festzustellen imstande sein, ob die Ver- 
änderung (246a) im Gange einer Uhr, welche Einstein behauptet, 
der Wirklichkeit entspricht; er würde, indem er seine Messung 
der Lichtgeschwindigkeit mit denjonigen vergleicht, die im be- 
wegten System gewonnen sind, den von uns angenommenen Ein- 
fluß zweiter Ordnung der Bewegung auf die Lichtgeschwindigkeit 
(246b) prüfen können. Die eine oder die andere Größe muß 
von der absoluten Bewegung des Syatemes abhängen, wofern 
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die MasweUscbeE Feldgleichungen fflr den leeren Raum zu- 
treffen. 

Die LorentaaclLen FeMgJeichungeu führen, auf Gnind des 
Relativ! tätapostulsta, weiter dazu, einen Einfluß der Bewegung 
auf die Dichte der Elelitrizitiit anzunehmen, entsprechend der 
Forderung (258 b). Hiernach würde sich ein Elektron, in Be- 
wegung gesetzt, derart kontrahieren, daß seine Dichte im Ver- 
hältnis 1 : yi — ß' zunimmt. Diese Kontraktion würde einem 
mitbewegten Beobachter entgehen, aber nicht einem an der 
Bewegung des Elektrons unbeteiligten. Nun stehen wir gerade 
bei der Beobachtung der Kathoden- und der Becqu er el- Strahlen 
auf dem Standpunkte des ruhenden Beobachters. Die Messung 
der Ablenkung der in diesen Strahlen mit Geschwindigkeiten 
von der Ordnung der Lichtgeschwindigkeit bewegten Elektronen 
kann daher zur Prüfung jener aus dem Relativitätspostulat 
abgeleiteten Hypothesen dienen. Obwohl wir schon in § 22 
gesehen haben, daß das Ergebnis der Versuche bisher jener 
Hypothese ungünstig gewesen ist, wollen wir dennoch die 
Dynamik des Elektrons vom Standpunkte des Relativitäts- 
postulates noch einmal erörtern. 

§ 49. Anwendung des Belativitätstheorema anf die Dynamik 

des Elektrons. 

Wir denken uns ein Elektron von der Ladung e in gleich- 
förmiger geradliniger Bewegung begriffen, faUs ea von dem 
Bezugssystem £ ans beobachtet wii-d; das System I^' bestimmen 
wir so, daß seine a;-Achse mit der Bewegungsrichtung des 
Elektrons übereinstimmt, und daß t[' = ist. Dann wird die 
Geschwindigkeit in U: 

Beim "Übergänge von Z" zu Z wird, gemäß (258 b), die 
elektrische Dichte infolge der Kontraktion im Verhältnis 
1 : Y^ ~ ß^ vergrößert, während die Ladung entsprechender 
Volumelemente, mithin auch die gesamte Ladung des Elektrons 
imgeändert bleibt: 
(259) e'=e. 
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Da im System £' das Elektron ruht, so wird die an ihm 
angreifende äußere Kraft ft' in diesem System gegeben durch 
den Vektor O'—g'j' 

wofern t', die TOn den Übrigen Elektronen herröhrende Feld- 
stärke, in dem Tom Elektron eingenommenen Bereiche als 
homogen betrachtet wird. Auf Grund von (256) und (259) 
findet man för die Komponenten von ft' die Beziehungen 

(260) Ix»; = e'xt; ^ e(t^- ß^.) = ft^,, 

USti = e'xt:^eit. + ß^,) = &.. 

Der Vektor ft ist die am Elektron angreifende äußere 
Kraft, bezogen auf das System 2; es ei^bt sich aus dem in 
§ 4, S. 18 zugrunde gelegten allgemeinen Ausdruck (V) für die 
elektromagnetische Kraft. 

Wir denken uns nun, ausgehend von dem oben an- 
genommenen Zustande — der Buhe in Z^', der gleichförmigen 
Bewegung in 2^ — , dem Elektron eine kleine Beschleonigui^ 
erteilt. Unter Annahme quasistationarer Bewegung wird dann 
in £' die Bewegungsgleichung bestehen (vgl, 253a): 

(260a) M,n'=M,% 



'" dl- C-' dt' 



wo M^ eine Konstante bedeutet Von hier aus kann man, 
auf Qrund der Transformatione gesetze (255) für die Be- 
schleunigungskomponenten und (260) für die Kraftkompo- 
nenten, sofort zu den Bewegungsgleichungnn in 2^ übergehen; 
sie werden M,x-^, = St^ 

(260 b) M^x'\ = x-'S^, 

M^x-*^, = x-^9,. 

Dieses sind die Bewegungsgleichnngen des Elek- 
trons für quasistationäre Bewegung, welche dem Re- 
latiritätspostulate genügen. Setzt man 

(260c) iM,^M,x-'^M,(l-ß'rl 
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flo haben, gemäß (253), die Größen 
{260 d) 






in. = ■ 



M, 



die Bedeutung der longitudinalen bzw. der traneversaleD 
elektromagnetiscben Masse. Aas diesen Beziebimgen folgt, 
daß die Masse bei langsamer Bewegung in 2^ einen anderen 
Wert hat als in 2J', falls, wie wir zuließen, die Lichtgeaehwindig- 
keit in den beiden Systemen nicbt genau den gleichen Wert 
hat; dann ergibt sich nämlich mit Rücksicht auf (260a); 



(260 e) 



m^c^ = M^ = m'^ c'' . 



Für die Kaufmanuschen Versuche kommt indessen nicht 
sowohl die Masse mg als yielmebr das Produkt aus Masse und 
Quadrat der Lichtgeschwindigkeit in Frage. In der Tat geht, 
wie aus Gl. (122a) des § 21 zu ersehen ist, die Masse nur in 
der Verbindung ein: 



e 



m.e' 



diese Größe aber hat auch dann, wenn c und c' verschieden 
sind, in £ und 21' den gleichen Wert; denn aus (259) und 
(260 e) folgt 

« e' 

m„e' ~ «„'(;'■ 



(260f) 



Man wird auch auf dem hier eingeschlagenen Wege, Tom 
Relativitätspostulate ausgehend, wiederum auf die Lorentzschen 
Formeln (125) und (125a) für die Masse des Elektrons ge- 
führt. In der Tat gelangt man, wenn man mit Lorentz das 
Elektron im Ruhezustände als kugelförmig betrachtet, durch 
die obige Transformation zu einem HeavIside-EUipsoid in JS, 
d. h. zum Lorentzsehen Elektron; für ein solches bat ja Lorentz, 
wie wir in § 22 dargelegt haben, den Ausdruck (124e) der 
elektromagnetischen Bewegungsgröße abgeleitet, den wir auch 
schreiben können: 



MJÖl 



Jt/„ 



2e» 
3 a' 
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und ans dem sich die obigen Formeln für die elektromagnetische 
Masse ergeben, unter Annabme eines im Falle der Ruhe kagel- 
förmigen Elektrons besteht iJso Übereinstimmung zwischen 
dem Relatiritätspostulate und dem Impulssatze. Aber mit dem 
gleichfalls aus den Feldgleichungen und dem elektromi^netischen 
Kraftausdnicke abzuleitenden Werte der elektromagnetischen 
Energie lassen sich, wie wir in § 22 gezeigt haben, die Lorenta- 
schen Formeln für die Masse nicht vereinbaren, ohne dem 
Elektron eine neue, nicht elektromagnetische Form der Energie 
zuzuschreiben. 

Nun ist allerdings der Gedankengang, durch den wir auf 
Grund des Relativitätspostulates zu den Formeki für die Masse 
gelangt sind, unabhängig von der Annahme der Kugelgestalt 
im Falle der Ruhe. Man könnte in 2^' die Gestalt des Elek- 
trons beliebig lassen, stets fordert das Relativitätspostnlat, daß 
beim Übergange au S die Kräfte und Beschleunigungen sich 
entsprechend der Lorentzscben Transformation ändern, und 
hieraus r^ultieren die Transformationsformeln (260 c). Die 
anscheinend größere Allgemeinheit dieses Gedankenganges 
könnte indessen nur dann zur Hebung der erwähnten Schwierig- 
keit dienen, wenn eine andere Ruhegestalt des Elektrons in H' 
angegeben würde, die beim Übergange zu S Werte des Im- 
pulses und der elektromagnetischen Energie ergäbe, welche 
sich (vgl. § 22) folgendermaßen aus der Lagrangeschea Funk- 
tion L ableiten lassen: 

Man gelangt nun zu den obigen Formeln für die Masse, 
wenn man setzt 

(261) L = ~M,yi^\ 

mithin 

(261a) |@| = 115^:^ 

(261b) W=cß\®\-L=^^- 

Abrabsm, Tta»tle der EleklifiiUt. n. 1. Aufl. 26 
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Dann müßte M^ identiscli sein mit der elektrostati seilen 
Energie des ruhenden Elektrons 

(261c) M,= W^, 

und somit die Masse bei langsamer Bewegung, nacli {260e), 
den Wert besitzen 



(261 d) 



mn = 



Tr„ 



Dies ist die von A.Einstein") nnd M.Planck") an- 
genommene Beziehnng zwiaeheo der Masse und der 
Energie eines Körpers. 

Nun erhält man aber für das Lorentzache Elektron, wie 
oben bemerkt wurde, M^ gleich ^/s der elektrostatischen Energie, 
und es steht der Nachweis aus, daß ea irgendeine Ruhegestalt 
des Elektrons gibt, für welche die Relation (261c) gilt. Bis 
er erbracht ist, wird man es als zweifelhaft bezeichnen müssen, 
ob sich überhaupt die elektromagnetische Dynamik des Elektrons 
mit dem Relafcivitätspostvdat vereinbaren läßt. Verzichtet mau 
aber überhaupt auf eiue elektromagnetische Begründung der 
Dynamik des Elektrons, so fällt jeder Grund für die Anwen- 
dung des Relativitätstheorems fort, welches ja eben auf den 
DifFerentialgleiehungen des elektromagnetiachen Feldes beruht. 
Dann entfällt um so mehr die Berechtigung, das Relativitäts- 
theorem auf die Mechanik wägbarer Körper anzuwenden. 

Auch stimmen, wie wir gesehen haben, die Konsequenzen 
des Relativitätspostulats keineswegs mit den Messungen der 
Ablenkbarkeit der Eecqucrelstrahlen überein. Man darf daher 
der Anwendung der Lorentzschen Transformation auf die ein- 
einzelnen Elektronen einstweilen skeptisch gegenüberstehen. 

Indessen gibt es viele Aufgaben der Dynamik des Elektrons, 
bei denen es auf die Gestalt desselben nicht ankommt, sondern 
wo es genügt, es als eine Punktladung zu betrachten. Bei 
diesen Aufgaben bringt die Anwendung des Theorems der 
Relativität oft eine Vereinfachung der mathematischen Behand- 
lung mit sich. 
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Von diesem Standpunkte aus wollen wir das in § 15 be- 
handelte Problem, die Reaktionskraft der Strablnng za 
finden, wieder aufiiehmen. Wir wollen zeigen, daß durch An- 
wendung des Relativitätstheorems sich der allgemeine Äusdmck 
(8?) der Reaktionskraft ergibt, falls für langsame Bewegung 
die in ÖL 58 des § 9 angegebene Formel zutrifft, die wir mit 
Rücksicht auf (253a) schreiben können: 

Dies m^ der Änsdmck der Rückwirkung der Strahlung 
in dem System JS' sein, welches ans dem bewegten Elektron 
auf Orund der im Eingang dieses Paragraphen angegebenen 
Transfonnation entsteht. Beim Übergang zu £ ist zu bedenken, 
daß nach (259) die elektrische Ladung ungeändert bleibt, und 
daß jede elektromagnetische Kraft den Transfoimationsformeln 
(260) genügen muß. Auf Örund dieser Überlegung erhalten 
wir in 2^ für die Reaktionskraft der Strahlung den Ausdruck 

(262a) ft'-a-^ÄIM' 

wo ^ eben der in GL (254) des § 47 eingeführte Vektor ist, 
dessen Komponenten durch (2&4a) mit denen des Vektors q' 
verknüpft sind. Es handelt sich also nur noch nm die Be- 
rechnung des Vektors 

für den sich durch Ausführung der Differentiation and mit 
Rücksicht auf Gl. 250 ergibt 

(1 - ^,j. + (1 - p,j* + (1 - ß^^y + (1 - ß^j ■ 

Hier ist nun, wie im Eingange dieses Paragraphen an- 
gegeben worden ist, zu setzen 

% -ß, % = n. = 0; dann folgt 

(262b)ft'~|e*j;jx-Hfl(qii)«-H3i((«|q)«-* + 3i|(i,ii)»«-<'j. 

25* 
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Dieser Ausdruck für die Reaktionskraft der St rahlang 
zeigt sich, mit Rücksicht Ruf (-53), mit dem früher von 
uns in § Ifi angegebenen Ausdruck (87) als identisch. 
Das Theorem der Relativität erspart nna den dort fortgefallenen 
Eindeutigkeitsbeweis. 

Aus der Reaktionskraft der Strahlung ergeben sich nun, 
wie dort gezeigt worden ist, durch Integration nach Zeit und 
Weg und durch partielle Integration der so entstehenden Inte- 
grale, für die von einer bewegten Lichtquelle entsandte Energie 
und BewegungBgröße die Beziehungen (82 b) und (83), die wir 
jetzt zn schreiben haben: 



(263) 
(2ti3a) 



-^= ■^^fif''-* + (lÄy''- 



dW 



dt 



-=-e'c 



|q"«-*+(i|q)=«-'')=-E. 



Den letzten Ausdruck, der die in der Sekunde von der 
Lichtquelle emittierte Energie angibt, haben wir gleich E ge- 
setzt. Der erste bestimmt die in der Sekunde emittierte Be- 
wegungsgröße und führt zu der Bewegungsgleichung der Licht- 
quelle : 



(263 h) 



^(-»1--;-^- 



E 



Die emittierte Wellenstrahlung übt eine der Be- 
wegung der Lichtquelle entgegengerichtete Kraft auf 
diese aus. Wirken keine sonstigen Kräfte, so muB dem- 
nach entweder die Geschwindigkeit oder die Masse der Licht- 
quelle abnehmen. Die erstere Möglichkeit ist auszuschließen, 
weim man dag Relativitätspostulat erfüllen will. Denn beim 
"Übei^ang zu H' würde die Geschwindigkeit U und mithin 
die Reaktionakraft i'263b) gleich Null werden, während der Ge- 
schwind igkeits an de rung in 2;, wie in g 47 gezeigt wurde, auch 
eine Gesehwindigkeitsändemng in 2' entspricht. Das Relativi- 
tätapostulat führt somit, wie Ä. Einstein'^) undM. Planck") 
bemerkt haben, zu einer Massenabnahme eines leuck- 
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tendeii Körpers, die gleich seiner Emission, dividiert durch 
das Quadrat der Lichtgeschwindigkeit, ist: 

Dieselbe ist natürlich zu klein, um der Beobachtung zugünglich 
zu seio. 



§ 50. Die allgememen Feldgleichuugen für rascli bewegte 

Körper. 

Die Bedeutung der Lorentzschen Trane formation beruht 
darauf, daß sie die elektromagnetischen Feldgleicbungen für den 
leeren Raum in sich selbst überführt. Die Schwierigkeiten, 
welche in der Dynamik der Elektronen der Erfüllung des Re- 
lativitätspostulats entgegenstehen, rühren daher,daß die Dynamik 
der Elektronen nicht auf den Feldgleicbungen allein beruht, 
sondern daneben noch auf kinematischen Bedingungen. 

Diejenigen elektrischen und optischen Vorgänge dagegen, 
welche sieh im Innern der wägbaren Körper abspielen, sind in 
ihrem Verlaufe ToUkommen durch das System der Peldglei- 
chimgen bestimmt. Wird diesen Feldgleichungen für den Fall 
rascher Bewegungen eine Form gegeben, welche durch eine 
Lorentzöche Transformation in die Feldgleicbungen für den 
FaR'der Ruhe überzuführen ist, ao ist das Relativitätspostulat 
ohne weiteres erfüllbar. In dieses Gebiet fallen die meisten 
der Versuche über den EinHuB der Erdbewegung, deren nega- 
tives Ergebnis der Erklärung bedarf: Die Experimente von 
Lord Rayleigh***) und D. B. Brace'), welche die Entdeckung 
einer durch die Erdbewegung bedingten Doppelbrechung zum 
Ziele hatten; ferner die Messungen von F. T. Trouton*^) und 
Ä. 0. Rankine, welche den Widerstand eines Drahtes be- 
trafen, der das eine Mal parallel, das andere Mal senkrecht zur 
Richtung der Erdbewegung gespannt ist. Diese Versuche be- 
anspruchen eine so große Genauigkeit, daß Größen zweiter Ord- 
nung in ß hätten beobachtbar sein müssen. Wie wir in diesem 
Paragraphen sehen werden, erklären die in § 38 anfgesteUten 
Feldgleicbungen — sowohl diejenigen von H. Minkowski als 
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auch diejenigen von E, Cohn — - die Ergebnislosigkeit dieser 
tind vieler ähnlicher Versuche. 

Die Grundgleichungen toq Minkowski lauten, wenn l ^ et, 
In = cq gesetzt wird: 



(Id) 


curl§ - -gy-,= 4« 


(Ild) 


curl « + ^"^ = 0, 


(Illd) 


Ai^ A%^ = 43rp 


(lYd) 


div « =0. 



Hierzu treten zwei Bedingungen, welche die Vektoren @,@, $,8 
im bewegten Körpersystem S miteinander verknüpfen. Sie er- 
geben sich, indem man aus den Gl, (löa^d) die dort mit 
@'@' bezeichneten Vektoren eliminiert: 

(Vd) 4«5) + [H§]"^{6 + [^»3}. 

(VId) ö -[H6] -.«(& - [H4«®]}. 

Wir vet^leichen dieses System von Di9erentialgleichungen 
mit den Feldgleichangen der Elektronentheorie, die wir in § 48 
in Lorentzscber Weise transformiert haben. Die Gleichungen 
(Ild, IV d) entsprechen durchaus den Peldgleichungen (II, IV), nur 
daß an Stelle von e und ^ dort, hier die Vektoren €e und 83 
treten, die in § 28 als die Mittelwerte jener definiert worden 
waren. Aus der formalen Identität folgt ohne weiteres, daß 
die transformierten Gleichungen jetzt lauten: 

(Il'd) curl'e' + ^^' = 0, 

(IV'd) div' «' = 0, 

wofern die Vektoren 6', ©' des Systemea E' denen des Systemes 
S durch die folgenden, den Gl. (256) entsprechenden Beziehungen 
zugeordnet werden: 
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Femer lekrt der Vergleich von {Id, III d) mit den Gl. (I, III) 
des § 48, da£ in diesen Gleichungen den Vektoren t, ^ dort, 
hier die Vektoren ist^ und $ entsprechen. Es liegt somit 
nahe, diese Vektoren beim Übergang zn 2?' folgendermaßen 
zu transformieren: 

Nimmt man dies an, so gehen die Gleichiu^en (Id, Illd) durch 
die Lorentzsche Transformation in die Grundgleichungen für 
ruhende Körper über: 

(I'd) curl'§'-^-^^4;r';, 

(Iird) div'4!tS)' ==4jrp', 

fitUs beim Übergang von dem gleichförmig bewegten System 2 
zum rahenden System .£' sich noch die Größen p QU -\ — 
in e', — so umrechnen, wie gemäß (257, 257 a, b) in §48 die 
Größen ^ und pq in q' und q'h' sich transformierten: 

(266) «p' = p_^(pq^ + ^), 

(266a) ''K-CQn^ + l.-C9ß, 

(266b) i; = c(.q, + v i>cpq,+ i,; 

da das ganze System JS sich mit der Geschwindigkeit ct\^ = cß 
parallel der 3;- Achse bewegt, so kann man einfacher schreiben: 

(267) i, = xi;, i^ = i^, i. = i;, 

(267 a) x(.=p'+^^^ 

In dem ruhenden System £' gelten nun die Feldgleichungen, 
die aus (I'd bis IV'd) durch Einführung der Beziehungen 

(268) 4x^'^i(B', e' = ft§', l'=«6' 

hervorgehen. Die ersten beiden dieser Beziehungen ergeben 
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Bich non wirklich aus den Relationen (Vd, Vld), wenn mau, ge- 
mäß (264) und (265), vom bewegten Systeme 2J zum ruhen- 
den Systeme S' übergeht. Hieraus erzielt man, zunächst für 
Isolatoren: Die Minkowskiachen Feldgleichungen für 
ein in gleichförmiger Translationsbewegung begriffe- 
nes System gehen durcb die Lorentzsche Transfor- 
mation in die Maxwell-HertzHcben Feldgleichungen 
fttr ruhende Körper über. Sie sind also geeignet, aut'Grund 
der in den letzten Paragraphen erörterten Hypothesen, das 
Postulat der Relativität zu erfüllen. 

Damit dies auch für Leiter gelte, muß, wie aiis der letzten 
der Relationen (2ii8) im Verein mit (264) und (267) hervor- 
geht, im bewegten System 2 sein: 



(269) i^=x<HS^, i.= ^ & 



i. 



|e, + /se,). 



Die Komponenten der Dichte des Leitungsstromea sind also 
jeweils proportional den Komponenten der elektromagnetischen 
Kraft, d. h. des Vektors S -(- [fl©]; doch wird durch die Be- 
wegung die Leitfähigkeit für parallel der Bewegungsrichtung 
üieB enden Strom im Verhältnis k:1 kleiner, dagegen für Ströme, 
die senkrecht zur Bewegungsrichtung fließen, im Verhältnis 
1 : X größer als im Falle der Ruhe. 

Daß so das negative Ergebnis des Versuchs von Trouton 
und Rank ine seine Deutung findet, ist klar*'). Die Kontraktion 
des Drahtes, die parallel seiner Längsrichtung stattfinden soll, 
wenn er der Erdbewegung parallel gespannt ist, würde eine 
Widerstaudsabnahme zur Folge haben; diese wird durch jene 
Abnahme der spezifischen Leitfähigkeit kompensiert. Ist hin- 
gegen der Draht senkrecht zur Bewegungsriehtung der Erde 
gespannt, so würde die Lorentzsche Kontraktion eine Abnahme 
des Querschnitts, mithin eine Widerstandszunahme im Verhält- 
nis l:x im Gefolge haben, deren Kompensation gerade in jener 
Zunahme der Leitfä,higkeit für senkrecht zur Bewegungsrichtung 
fließenden Strom liegt. 

Die Minkowskischen Feldgleichungen für bewegte Körper 
stehen, wenngleich sie nicht aus den Feldgleichungen der 
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Elektronentheorie auf Grund Ton Hypothesen über die mole- 
kularen Vorgänge abgeleitet sind, doch mit dieser Theorie in 
engem ZuBammenhange ; es wurde bei ihrer Aufstellung das 
auB den Feldgleichungen der Elektro uentheorie gewonnene 
Theorem der Relativität als heiiristisches Prinzip benutzt. Die 
Feldgleiciiuugen der Elektrodynamik bewegter Körper 
hingegen, die von E. Cohn") herrühren, sind auf einem Ton 
der Elektronentheorie unabhüngigen, induktiven Wege ge- 
wonnen. Sie lauten, wie wir bereits in § 38 angegeben haben: 



(le) 



ourir^4.|^ + l(. 



dl 



[le) curl6'=- 

[le) divSJ — p, 

Ve) dive = 0, 

le) ö-[i,eT = ^&' 

Dabei ist cn der Geschwindigkeitsvektor der Materie. In 
(IVe) ist übrigens der Ansatz von E. Cohn insofern spezialisiert 
worden, als die Existenz von wahrem Magnetismus hier nicht 
angenommen wird. 

Die Cohnschen Grundgleicbungen sind für den Fall eines 
gleichförmig bewegten Systemes zwar nicht durch die Lorentz- 
sehe Transformation auf die Form der Grundgleicbungen für 
ruhende Körper zu bringen, wohl aber durch eine andere, 
einfachere Transformation, nämlich die folgende: 

(270) V=l-ßx, x'^x — ßl, y' = y, b -= z. 

Hier sind x , y, z die Koordinaten eines Punktes des parallel 
der a;-AcliBe bewegten materiellen Systemes, bezogen auf ein 
mitbewegtes Achsensystem. Von einer Kontraktion beim Über- 
gang von £' zu dem ursprünglichen materiellen System 2 ist 
hier keine Rede; ebensowenig ist es notwendig, zur Deutung 
der Beziehung zwischen den Lichtwegen l = et und l'=ct', 
eine Verschiedenheit in den Skalen der allgemeinen Zeit und 
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der Orfazeit oder verschiedene Worte der Lichtgeschwindigkeit; 
in 2 und S' anzunehmen. 

Es ist nicht schwer, in die Feldgleichongen (le bis Yle) 
die neuen Unabhängigen x, y, ss', X einzuführen. Zunächst 
ist, da die Differentiationen nach l in (le, Ile) sich auf mit 
der Materie bewegte Punkte bezieht, d. h. hier auf konstant 
gehaltene a;', y', /, zu setzen: 

dl ot' 
Beachtet man femer, daS Her ist: 

so kann man die zur Umrechnung von curl und dir dienenden 
Regeln symbolisch so schreiben: 

curl = curl'— [qgj>], 

div = div'-(q^). 

Auf Grund dieser R^eln und der Beziehungen (Ve, VIe) 
findet man die auf das System £' transformierten Feldgleichungen: 



(I'e) 




curl'g' %®' + ';'' 


(Il'e) 




curr«'~-^jf, 


(in'e) 




di/£r=4Äp', 


(IV'e) 




diT>§'=0, 


wobei p' 


die Bedi 


eutung hat: 


(270 a) 




e'=e~fi.- 



Hier ist also — bei fehlendem Leitungsstrom i — die 
Dichte der Elektrizität im bewegten System E die gleiche wie 
in dem auf Ruhe transformierten System 27', während in der 
Lorentz-Minkowskischen Theorie, entsprechend der Eontraktion 
der bewegten Materie und Elektrizität, gemäß (367 a) die Dichte 
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der Elektrizität im VerLältnis 1 : x beim Übergang znm be- 
wegten Systeme zu ändern ist. In beiden Theorien beeinflußt, 
wie aus (267 a) bzw. (270a) hervorgeht, ein der Bewegunga- 
richtung paralleler Leitanga ström die Beziehung zwischen den 
Dichten der Elektrizität in i' und £'. H. A. Loreutz apricht 
in diesem Falle von einer „Eompensationsladung" des strom- 
führenden Drahtes, da jene Ladung die in S vom Magnetfeld 
des Stromes auf mitbewegte elektrische Ladungen ausgeübte 
Kraft genide aufhebt. 

Die Feldgleichungen (l'e bis IV'e), welche aus den Cohn- 
sehen Fei d gl eich un gen durch die Transformation (270) hervor- 
gehen, stimmen nun in der Tat mit den Marwell-Hertzschen 
Feld gleich ungen für ruhende Körper Qberein. Es genügt 
also die Theorie von E. Cohn dem Postulate der Rela- 
tivität, ohne daß sie eine Deformation der bewegten 
Kor per anzunehmen hat, oder eine Änderung im Werte 
der Lichtgeschwindigkeit oder gar ein spezifisches 
Zeitmaß im bewegten Systeme. Hier findet also das nega- 
tive Ei^ebnis der Versuche, welche über den Einfluß der Erd- 
bewegung auf die elektromagnetischen und optischen Erschei- 
nungen angestellt worden sind, eine in mancher Hinsicht ein- 
fachere Deutung als in der Lorentzschen Theorie. 

Die Cohnschen Feldgleichnngen für bewegte Körper gehen 
nicht wie die MinkowskiBcheu dadurch in die Feldgleichungen 
für den Äther über, daß man £=1, ;i = l, ff = setzt. Dieser 
Umstand bringt Schwierigkeiten mit sich, wenn es sieh um 
Vorgänge handelt, bei deren Deutung man von dem Einfluß 
der wägbaren Materie abzusehen pflegt. Hierher gehört der 
Versuch von Michelson, dessen Theorie wir, vom Lorentzschen 
Standpunkte aus, in § 45 gegeben habeiL Dabei wurde von 
dem Einfloß der atmosphäri sehen Luft abgesehen und nur von 
der Lichtfortpflanzung im leeren Räume gesprochen; das nega- 
tive Ergebnis des Versuches wurde durch die Kontraktion der 
Materie erklärt. Nach E. Cohn dagegen soll eine Kontraktion 
der Steinkonsole, welche die Spiegel trägt, nicht stattfinden. 
Es soll der Einfluß der Luft es bedingen , daß hier nicht die 



ForoMlxiiMBunawtelhuig. 

F<'l'It{'')><^''"iK*<'' f^' '^^o l^wren Raum, sondern eben die Feld- 
l{l<^i<'}i>iii;{MU fle bin V'Iej für bewegt* Dielektrika Anwendung 
fiudnu, iJaa iiisKiitJw VoraucbfsergebnU findet so seine Erklärung; 
in lier Tut werden einem Beobacbter, der sich mit der Erde 
bi<w(i((t, die Vur^iUm^e gemÜß den Feld gleich ungen (I'e bia 
IV'wJ KU vHrliLiifen BchPirii^n, d. h. genau so, als ob die Erde 
riibUt, Ilii-Tniicii würde judoch ein positives Ergebnis des 
Mi';h«liiiii]Nc.)ien VuibucIiph zu erwarten sein, weon man ihn im 
luftldiirmi lUiiriKt iiiiHl'illiren würde. 

Kuriii"!- ii'iill. (lor Theorie von Cohn der Zusammenhang 
mit d>tr llymimik der Elektronen; sie umfaßt nicht diejenigen 
Blnld.riirimniii'tiNcIiun Vurgiingc, die man an den Kathodenstrahlen 
und ilori l{,ii(liiiriiHtruhlKii beobachtet, liier kunn nur eine 
aLiiinintipifbu 'l'buorio Erfolge erzielen; der Cohnschen Theorie 
hlKibcii, ihrem rein phünomenologiechen Standpunkte ent- 
(|ii'i>ii|icnd, HinNi' feinei'«!! Vorgänge verschlossen. Sie ist in 
ibroi Amviiiidiiiig mif dii'jyiiigeii Vorf^iinge beschränkt, die sich 
in dt'ii wilgbiti'i'U Ktirpuni abspielen. 

AllriilingN sciii'int es, als ob die auf dem Itelativitäts- 
povtnluti' l'uüi'iidu Weiterbildung der Lorentzschen Elektro- 
dyiiHiiiik «litinfKlls Auf die Yoiyänge in wägbaren Körpern 
bwohriiiikl i.Ht; denn ihre Anwendung auf die freien Elektronen 
bofit<Kuet den mehifHoU enirterten Schwierigkeiten. Es "wäre 
Htioh eftbr wohl dankbar, duU das Relativitütspostulat für die 
Bowe^tinfT der wägbaren Materie zuträfe, aber nicht auf die 
Bvwtyung der freien Elektronen anwendbar wäre. Freilich 
setit>tut, W(?nu man dieso Auffassung annimmt, das Band zwiscb«! 
deu Vtu^iigvn der KonTektionsstrahlung mid denen, die sich 
im liotitau»s«nd«tiden Molek&le abspielen, gelöst za sein. Die 
Yarkn&pfViit); cwi^cheu dies«ii Vorgänge'Q aber ist ein« vert- 
volt» Krruu^-aävhaft der Elvktrvueutheorie, die kein Pdrsiker 
Iwebtott Uerwns aufgaben attK'bte. Bedenkt nun jedoch, wie 
(•ring 4ie KigetmÜM Aa Slottroncvtlieone in der Erkänng 
d«r S|tiAtnlgamts» «wl der uob»«!« Zininn-Eff^te moA 
lüwi w «ini nnn gende U«r aoch «m A astt» mm Lid» in 
<Uh WthUU» dv EkktooMB&wm nmataa. Es ist whr 
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wohl möglicli, daß die Elektrizität im Innern der wi^bacen 
Körper ein anderes Verhalten zeigt als bei der Konrektions- 
strablung, wo sie sieb losgelöst von der Materie bewegt. So 
einiacb, wie es die Tbeorle des normaleD Zeeman-Effektes an- 
nimmt, ist die Verknüpfung von Elektrizität und Materie sicher 
nicht, unserer Unkenntnis der zwischen den Atomen der Materie 
und der Elektrizität wirkenden Kräfte würde es entsprechen, 
wenn man die elektromagnetischen und optischen Voi^inge in 
bewegten Körpern mehr phänomenologisch durch ein System 
Ton Feldgleichungen beschreiben würde, welches dem Relativitäts- 
postulate genügt, sei es durch die Cobuschen oder die Lorentz- 
Minkowskischen. So würde für die Dynamik der Elektronen 
der Weg freigehalten, welcher dem Fortschritte der experimen- 
tellen Forschung auf dem Oebiet der Eatboden und Radium- 
Strahlung zu folgen hat. 



FormAlznsBinmenstelliing. 

I. Feld nnd Benegung eloielner Elektronen. 
Grundgleichungen der Elektronentbeorie; (§ 4 S. 17, 18) 

I)curl§-i^ = 4;r» = 4«9^, 

U)curie-h|f = 0, 

ni) div g = 4«p, 

IV) div § = 0, 

v)5^e + i[t.0] 

(elektromagnetische Kraft pro Einheit der Ladung). 
Dichte der elektrom^netischen Bewegungsgröße: 

(P) B-,-.®^i-l-^[6§] (Gl. 18 S. 26) 



(«) 
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ir) 



(■») 



(*) 



(E) 



LSenng der Gmndgleichimgeii: 

f = cori « (GL 28 S. 36) 

C v*_l^ (GL 29 S. 36) 

Es sind die elektromagoetiscbeD Potentiale: 

9=fxdxfdm^{k,l—k) (ÖL 50 S. 56) 

• 

« -fkdxfdmiiX, I - i) (GL öOa S. 56) 

a 

Dabei ist I = cf, X ist der Lstensveg, Jl'tfra das Flächen- 
element einer mit dem Radius l nm den Anrankt ge- 
schlagenen KogeL 

Lösong mit HUfe des Hertzschen Vektors: 

3^yÄdA/do.^(i, i-A) (GL 48 S. 53) 



t 
^ =fm (GL 47 S. 53) 

.... GL48c,d S. 54) 



= cnri|f 
•-«,= Vdiy3- 



£•8 



@g ist das anfängliche elektrostatische Feldl 

i fe ' 
Bewegte Punktladunge: H Geschwindigkeit, ß='~^ ^ 

X = yi — ß*, t' Zeit des Entsendens, t Zeit des EintrefiFens 
im Aufpnnkte, r, tj Falustrahl vom Orte des Entsenden» 
znm An^nnkte bzw. entsprechender Einheiterektor: 
e e dt' 



«. 



'(-V) 



e« 



r dt 
et et' 



(GL 63, 64, 65, § 11) 



= [r.«] 

(GL 72, 73, S. 95) 



I. Feld und Bewegong- einzelner Elektioneo. 
ÄuBgestrahlte Energie und Bewegungsgröße: 
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(V) 



1 



. (Gl. 82, 83, S. 116) 



Reaktioaakraft der Strafalung: 
W «•= Ip^ + "^^ + ^ + ^j- (Gl- 87, a 119) 

Elektromagnetische Massen dee Elektrons, All- 
gemeine Formeln: 



w 



(.) 



w 



w 



m, 



'• '^ diTl longitudinale MaBse 
»M,=- rzT transversale Masse 



. (G1.115, 115a, 8.174) 



Starree ki^elformiges Elektron (mo Masse bei lang- 
samer Bewegung): 



a:W = ^|-^^«(l^ + r^) (Gi-ind, s.i80) 

ft 
m-f^iCi-fYniitij-^] ■ (öl.ll7e,S.180) 



Loreatzsches Elektron: 



»w. = W»n ■ X" 



BucherersclieB Elektron: 



(GL 125, 125a, S. 191) 



I m, = »In - X 



-m 



. . (Gl. 130c, d, 8. 197) 



(V) 



(I) 
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n. ElefctraaagaetisAc Tn^agv im rigbuca Siryera. 

Grund gleich äugen der Elektron entheorie nach 
H. Minkowski (g§ 38 nnd öOj: 

ad) corl#= ^j^ + p» + i] 

(Hdj cari« = -l^-, 

and) dir 3)= p, 

(IVdj dir « = 0: 

4»i+l[.0]=*|«^l[.»l), 

«-i[.«] = MJ&-7[»4»a>]]. 
Belatirer Strahl: 
e' = ^[%'%r] (Gl. 213b, a 325) 

r = « + ^[ii« 

(GL 203, S. 316) 

r=f-|[»«] 

Flächenkraft fQr die Flächeneinheit einer im Batune 
bewegten Fläche: 

(o; r -^(2«'«, + 2#'&.- ■{««' + §ri|- 

(GL 204, S. 317) 
Therm odyn am ischeB Gesetz der Wellenstrah- 
Inng: 

in) /f=fr*.<?(J) (GL 228, S. 341) 



*/ 

bestimmt die Helligkeit H der Strahlung von der Tempe- 
ratur # und der Schwingungszahl v. 
l'luncksche Formel: 

, ,, 'ihy' 1 

'P^ ^' -^i-'k.-- (GL 229, S. 345) 

\k und li sind universelle Eonstanten). 



LiteratnrregiBter. 401 



Literaturregister. 

1) Abraham, M, Gött. Nachr. 1902, S. 20. Ann. d. Phjs. 10, S. 106, 
1903. 

2) — . Boltzmann-FeBtHohrift, S. 85. Ann. d. Phja. 14, S. 236, IflO*. 

3) — . Ann. d. Phyg. 8«, 8. 435, 1888; Physik. Ztschr. 2, S. 329, 1901. 

4) Becqnerel, H. C. R. 125, S. 679, 1897. 

6) BoUBmann, L. Ann. d. Phys. 22, S. 35, 291, 1884. 

6) Brace, D. B. PhU. Mag. 7, S. 817, 1904. 

T) Bucheier, A. H. Mathem. Einf. in die Elektronentheorie S. 58, 1904. 

8) Cohn, E. Ann. d. Phya. 7, S. 29, 1902. Berl. Ber. 1904, S. 1294, 
1404. 

a) Drude, P. Ann. d. Phys. 48, S. 688, 1898; 14, 3. 877, 1904. Lehr- 
buch d. Optik 1906. 

10) — . Ann. d. PhyB. 1, S. 566; 8, S. 369, 1900. 

11) Einstein, A. Ann. d. PhjB. 17, 8. 891; 18, S. 639, 1905. 

12) Haga, H. n. Wind, C. H. Akad. v. Wet. te AmBterdam 7, S. 387 
a. 500, 1899; 11, S. 350, 1902. Ann. d. PhjB. 68, 3, 884, 1899. 

13) Haienöhrl, F. Ann. d. Phya. 15, S. 344, 1904; 16, S. 689, 1906. 
Wien. Ber. 116, S. 1391, 1907. 

14) HeaviBide, 0. Phil. Mag. 27, 8. 324, 1889. 

15) — . Electrica] papers H, 8. 495. 

16) — . Nature 67, S. 6. Nov. 1902. 

17) Herglotz, Ü. Gött. Nachr. 1903, S. 357. 

18) Hertz, H. Ann. d. Phja. 86, S. 1, 1888. Oea. Werke II, S. 147, 

19) Hertz, P. PhyBik.Zeitschr.4, 3. 848, 1903; 5, S. 109, 1904. Diaaert. 
Güttingen, 1904. 

20) — . Gött. Nachr. 1906, S. 229. Math. Ann. «5, 3. 1, 1907. 

21) Kaufmann, W. Ann. d. Phya. 81, 3. 544, 1897; 66, 3. 431, 1898. 

22) Kaufmann, W. u. Aachkinaß, E. Ann. d. Phys. 62, S. 588, 1897. 

23) Kanfmann, W. Gött. Nachr. 1901, 3.143; 1902, 8.291; 1908, 3.90. 
Ann. d, Phya. 19, S. 487, 1906. 

24) Langevin, P. Ann. Chim, Phys. 28, S. 289, 433, 1908. 
85) — . Ann. Chim. Phys. 5, S. 70, 1906. 

36) Lebedew, P. Ann. d. Phys. 6, 3.483, 1901. 

27) Lenard, Ph. Ann. d, Phys, 64, S. 279; 66, S. 504, 1898. 

28) Liönard, A. L'öclairage 41. 16, S. 5, 53, 106, 1898. 

29) Lorentz, H. A. Ann, d. Phys. », S, 641, 1880, La th^orie ölectrom. 
de Maxwell, 1892. Aiad. T. Wet, te Amsterdam 6, 8. 618, 1898. 

30) — . Versuch einer Theorie der elektrischen und optischen Erachei- 
nungen in bewegten ESrpem, 1895. 

AbrahBiu, Tbeorie der ElsbtriiiUt. ü. i. Aufl. 26 



402 Literaturregiater. 

81) Lorentz, E. A. Äk&ä. f. Wet. te Amaterdam 11, S. 806, 1903. Enzjkl. 

d. mathem. Wieaeiiach. Ait. Y, 14, Ni.-se— 81. 
32) — . AktA. T. Wet. te Ataaterdam 12, S. 986, 1904. 
S3) — . Rapport dn cougr^ intern, de phya. Paris. Bd. IH, S. 1, 1900. 
84) — . Akad. T, Wet. te Amaterdam 11, S. 787, 1903. 
88) Lämmer, 0. ti. Wien, W, Ann. d. Phya. 66, S. 461, 1896. 

86) Lämmer, 0. n. Pringabeim, E. Ann. d. Phjs. 68, 8. 896, 1897; 
S, 8. 159, 1900. 

87) Michelaon, A. Amerie. Jonrn. 22, S. 120, 1881; M, S. 383, 1887. 

38) Minkowaki, H. Gott. Nachr. 1908, 8. 1. 

39) Morton, W. B. PhU. Mag. 41, S. 488, 1896. 

40) Moaengeil, K. v. Ann. d. Phya. 22, S. 867, 1907. 

41) NichoU, E. F. u. Hüll, G. P. Ann. d. Phya. 12, 8. 886, 1908. 

42) Planck, M. Ann. d. Phys. 60, S. 677, 1897. Tori, äher d. Theorie 
der W&imeatrahlnng, S. lOOff., 1906. 

48) — . Ann. d. Phya. 1, S. 69, 719; S, 8. 764, 1900; i, 3. 668, 664; C, 

S. 818, 1901. Tori, über die Theorie der Wärmeatrahlnng, 1906. 
44) — . Berl. Ber. 1902, 8. 470. 
46) — . Terh. d. Phyaik. Gea. 4, 8. 136, 1906. Berl. Ber. 1907, S. 642. 

46) Poincar^, E. Arch. N^erland. & (Loreute-Featscbrift) S. 262, 1900. 

47) ~. Eendic. Circ. mat. Palermo 21, S. 129, 1906. 

48) Rayleigh, Phil. Mag. 4, S, 678, 1902. 

49) Riecke, E. Ann. d, Phya. 66, 8. 353, 646, 1199, 1898. 

60) Runge, C. n. Paschen, F. Beil. Ber. I90a, S. 380, 720. 

61) SchwarzBchild, E. Gott. Nachi. 1908, S. 132. 

62) Searle, G. P. C. Phil. Trana. A. 187, S. 675, 1886, Phil. Mag. 44, 
S. 329, 1897. 

58) Simon, 3. Ann. d. Phys, 6», S. 688, 1899. 

64) 8iertsema, L. H. Akad. v. Wet. te Amaterdam 11, S. 499, 1903. 

66) Sommerfeld, A. Physik. Zeitachr. 1, S. 106; 2, 3. 66, 1900. Zeit- 

achr. f. Math. n. Phya. 46, S. 11, 1901. 
6«) — . Gott. Nachr. 1904, S, 99, 363; 1905, 8. SOI, 

57) 8tettenheimer, Ä. Ann, d. Phys. 24, S. 384, 1907. 

58) Thomaoa, l. L Phil. Mag. 11, 8. 229, 1881. 

69) — . Phil. Mag. 46, 8. 528, 1898; 48, S. 547, 1889; 6, 8. 346, 1903. 

60) — . Phil. Mag. 44, S. 293, 1897. 

61) — . Phil. Mag. 45, 8, 172, 1898. 

62) Townaend, I. S. Phü. Mag. 45, S. 125, 1898. Phü. Trana. 198, 
S. 129, 1399. 

63) Tronton, F. T. u. Rankine, A. 0. Und. Boy. 8oc. Proc. A. 80, 
S. 420. 1908. 

61) Voigt, W. Ann. d. Phys. 67, S. 346, 1899. Magneto- nnd Elektro- 
optik, 1908. 



Sacbregieter. 



403 



66) Voigt, W. Ann. d. Phys. 9, S. 115, 1902. 

86) Wiechert, E. QOtt. Nachr. 1998, S. 67, 260. Ann. d. Phys. 69, 
S. 739, 1899. 

67) — . Arch. n^erland. 5 (Lorentz-FeBtechrift), S. 649, 1900. 

68) Wian, W. Berl. Bei. 1898, S. 66, Ann. d. PhjB. 62, S. 182, 1894. 

69) Wilson, H. A. Phil. Mag. 6, 8. 42B, 1903. 

70) — . Phil. Trans. A. 804, S, 121, 1904. 

71) Zeetnan, P. Akad. v. Wet. te Anuteidam 5, S. 181, 242, 1896. 
Phil. Mag. 48, S, 226; 44, S. 266, 1897. 



Sachregister. 



u- Strahlen IS. 

Antenne 292. 

|J- Strahlen 13, 186. 

BewegUDgBgleichiuigea äae Elek- 
trons 136. 

Boltzmaun - DmdeBche Eonetimte 
271, 345. 

Bucheiersches Elektron 197. 

Cohneche Elektrodynamik bewegter 
Körper 308, 393. 

Dipol, elektrischer 66, 110. 
DiBpereion 260. 
DoppleracheB Prinzip lOS. 
dynamische Gnudgloichnngen 129. 

Eichenwalds Versnch 298, 307. 
elektromagnetische Bewegungs- 
giöfie 26. 

— Kraft 18. 120. 

— Masse des Elektron» 126, 169. 

— Masse des Hoblranmes 351, 855. 
Elektron, starres, kngelfilTmigea 130, 

132, 180. 
— , Lorentzsches 191, 884. 
— , Bucherersches 197. 
elementare elektrodynamische Kraft 

97. 
Elementarqiiantnm, elektrisches 1, 

345. 
Energiestrom 10. 



Energiestiom, relativer 106, 322. 
Erdbewegnng 356, 389. 

Feld elektrischer Scbwingangen 27T. 

— einer gleichförmig bewegten 
Ponktladong 86. 

— einer ungleichförmig bewegten 
Punktladnng 90. 

— eines beliebig bewegten Elek- 
trons 204. 

Fjzeaus Versnch 810. 
FreBnelacher Fortführimgskoeffi- 
zient 312. 

y-Strahlen 16, 117. 

Gmudgleichungen der Elektronen- 
theorie 16, 210, 377. 

— für bewegte KOrpei 305, 889. 

! Hanp^leichnng, erat« 297. 

— , zweite 299. 
' HeaTiside-Ellipsoid 89. 

Helligkeit 386. 

Hertzsche Funktion 61, 286. 

BertzBcher Vektor 64, 276. 

Hohlraum 343. 

— , bewegter 346. 

Ionen 1, 4. 

Imptils, elektromagnetischer 29. 

Impulamoment, elektromagnetiaches 
86. 

86* 



404 



Sachregister. 



Jupitermond 373. 

Kanal strahlen 13. 
Eathodenatrahleu 6, 182. 
kinematiBche Orandgleichnng 130. 
Eompenaationaladung 39fi. 
EoDtraktionsbypothese 361. 
Konvettionepotential 89, 160. 
EonvektioiiBgtrahlung IS. 
Kraflauadrucke , Sommerfeldache 
2Sa. 

L^rangeache Fnnktiou 146, ITT. 

LatenBzeit 60. 

Leitnngselektronen 239, 243, 270. 
Lichtdruck 31, 313, 336. 
Lichtweg in bewegtem Sjatem 360, 
Lorentzsches Elektron 188, 884. 
Lorentz-Lorenzachea Geaetz 260. 
LorentzBChe Transformation 369. 

magnetiachc Drebnng 268. 
Magaetiaiemng 260, 269. 
MagnetiaierungBelektroneD 240, 348. 
Marconi-Sender 282. 
lUaiwellsche Spannnngen 26. 
Micbehona Yeraacb 361, 395. 
Hiokowakiacbe Elektrodj^amik be- 
wegter Körper 306, 390. 
Moment, elektriachea 244, 
— , maguetiaches 248. 

Ortazeit 365. 

phyaikatiach unendlich klein 241. 
Planckache Strahl ungaformel 346. 
Polariaation, elektrische 246. 
Polarisation aelektronen 239, 247, 
266 

quaaieiastiacbe Kraft 66, 364. 
quaaiatationäie Bewegung 171, 198. 

Rad iura- Strahlen a. k-, ß-, j'-Strah- 

len, 
Radius des Kluktrons 190. 



I Reaktionskraft b. Rückwirkung. 

Belativitätspoatulat 36S, 380. 
- RelatiTitatstheorem B80. 
'. letaidierte Potentiale 6T. 

Räntgenstrablen 16, 116. 
■ Röctgenatrom 298. 

Bückwirkung der Strahlung 69, 117, 
387. 

scheinbare Maaae s. elektromagne- 
tiacbe Masse. 

schwarze Fläche 314. 
' Spektiallinien 66, 68, 77. 
' apezifiache Ladung dea Elektrons 
i 8, 11, 76, 188, 262, 269. 
: Spiegel, Tollkommener 309, 314. 

— , bewegter 327. 
[ Strahl, abaolnter 323. 
' — , relativer 320, 325. 
j Strahlung 11. 
1 — , absolute 322. 

— , relative 322. 
: — einer Punktladung 116. 
' — eines Sendedrahtes 290, 
. Strablungsdruck a. Lichtdruck. 

Strahllingsgesetz, tbermodynsmi- 
sches 341. 

, Temperatur der Strahlung 886. 

i Temperaturatrahlung 343. 

; Überlichtgeachwindigkeit 234, STS. 

unstetige Elektron enbewegnng 818. 

Yerschiebungsgesetz 342. 
Verstärkungsgesetz 341. 

Wellenstrahlung 12. 
I Wellenzone 62, 99, 216. 
1 Wilsons Versuch 303, 307. 

X-Strablen a. Röntgenstrahlen. 

Zc em an • Effekt Tl. 
— , anomaler 77. 
— , iiiveraer 264. 



Verlag von B. 6. TEUBNER in LEIPZIG und BERLIN. 

Encyklopadie der Mathematisclien Wissenschaften 

mit Einschluß ilirer Anwendungen. 

il(!mii,-ij(t-gi.'lF"n im Aul'linge der 

Akademien d<r Wle»eitsohaflen tu Cötlingen. Leipzig. München und Wi«n, 

sowie iinter Mitwirkung Ei»blr*icher FocbiteiioBsen. 

In 7 ß&ndcn nii je il — M [{«fteti, gr, « (ieh<;ft«t und Iti JlaÜitTr.. ^vb. 



I ArtthmetlkuMAIItbra, IToiiu.tudiK'"' 

li Analyilt, ; T^ür. r»ill||>ini "••< M 
II urkl: iiirll und W Wiltltii/tr. 

Jli Oegmotrle. :> l'nllo, K>UKlen tos W 

rV. ■bbIimIIi, 4 '['vlllianclii, nidIgiKrt t«d 
K Kl»iJi u»>l C. IT. M<l)l<'r 



V Phyll», * -t-lW, iixllgiarl »■«! A. 

8U IJI IIJ n rfpi ] ,^ 

vj 1. OcDdlile UM OgapliiriK. I T>>l1tiaiiUr 

H. Wll'ClbUtI 

I Attreigmln. riiil •nii l(. -ii'li war ■ ■ 

VII. BetDhiohtB. Ptillasoplile, OldWtm. iU> 
VurlMjfFHoim.J 



V<»rni. ilIii^ mit l»i^gl.Lr1i«ler ViihftJtDLU^L'H oinu Iti^^iinitiliiralpiünit^ pler ntFtTliiPiiiJhh«DliiiH 
WwEibClpHrrBit nftrit 1lln<iii HT-'^unv^HrEi^uij Iriliall ^n ^0iiip.'Jiuri4.'ii KutnltaLi^n tu f^nbiju 
imii aufi1(^<-'Il Jun.'^] KuriirHltipfi I.iterataruit|{ik1l*ni itlu ^U6i.']ilc1i1lia]ifl Kütwiukliin^ Ami 
milLlli>liluU4i'H''M Mp-'LIp'piK'M 41111 4|p|li l^«h^Dn iftie III. .iwUcUai}^*itia alichBa^i-iAiAH. Bitr 
IppfeiihmuJii Djnh ilq^i^i iLir^it huF df jcREinELnDi*.* ci>liiii Miitliwin«tik» f^nilt^rn liufOtknJclil^gl 
niit'ii Kii*gl"Uiff 4ll4] Anwnii^untEi'ii üuf MdcU41uü( uii'I Phj^aLki Aat^jaumie uttd (JaodMIt, 
Jls verKlpl«tl''Ui>if ZwH^D plihT Tftoliiilk and ■ublun' U-ubiuto. m>i] h^ht i4i dpm HlnD«, it&tt 
«1e aliionoir* pImi MarHunisrlk-'r >lbr«i>"r orlcmiii^rip wpploli" Kri^uu ilin AuhiimiuiiiiPMa a» 
lim aii-lli'ip, Bti<1ii]t't«<<iiB pIp^ii Agtroitiiiii"it, Fhjrniker, i'Hi^lutJktir ttitrlllrt-r, w^U'^it .Vunrarl 
Afi tUftUiiPliiMEik Biif diciu Fnvgüu f^ibi In rii'-linu Runil^hii vin jf* L^twu Irltl JrTiit^kAi-ltiiii 
auUuii diip ■äuti.'lucn Gehiatp in uiaär Btllii' ^oclüu'li ^p'pirdiintpr AnLkt'L lnOiauJoli 
W'prileTk; cLer IciLKta Buiil acll Hin uaBfilhrliahoii 4jLpha|ppi|i«ii|p.»i UouUbi\r ritrlmlltirt, Auf 
ilir^ AiufllliruihH *ou QhwlhIh»!] dpr iriil^uE^Llttii SUhl- iiiLiil iialllrtlull Yi^iAir-Uti'i «otitm, 
lue AoBprlicbL- HU A\u ^'iukE'E»]ttaiiiii4< iler heäoi tthi<1 iii> ){f<bi4]iiiijp dkU dnt Wutk 
■kürb l|iilJIJiiEilg|p|I flUtjfil]i:ll ecla kHUb. pIpf nur Qlpöt fii* tipi4li11pntl4»B liebiel ü^lellTliTniiiij lUiilkl 



Encyclopedie des sciences mathämatiques 

pures et appliquees. 

de Göttingue, de Leipzig, de Munich et de Vienne 

Edition fran^aisei 

Julos Molk, proföBsetir a I aiÜTersit^ fle Nftiicy, 

Gn «e[»t tcmfiB. gr. k Geheftet, 

Mnruh Aif tfitditiLiju ,\TirnitUini< VE.'Tiiii]jhBE. welche di^ d'mtarbe AaiijpfttKi lUobim inouii- 
UiffliLii^^ii Wi'rk*'^ lü r&r'hkTutBitu ^J^fuiil^u hal^ tiu<J iiuf Tifilfni^hi.^ Ajir^fjuii^ob UbC f-Wh tllv 
VL<rlBarBrpLik.'lLUiLJi.Filuuir TH|]Un|L^niji4.'ii, «ila t^HLiykioiillLlIri dtft M.ailiHiD;»Cib^aIieii Wix-cEu^luiftrtd 

Uüntit^tiühru MlLurhi.li<kr, »nLniEllch A niorlttttciJ uuf ihr4.'u Lrülijflt"jj, Imbun 0Jii<- tfriliiLtl^c^H 
IThtmrh^iliuilt T4.4r|{üai>iiinii'n. Zum Eiftisia M&lo iliirfti« aomitwi^ltl UK'^r tii^r FitU iriugiiirrilaji 
Attlii^ iLuli HUifi l»Hl tilnam vt iinjOkni W<'F^0 di? urBtuu ilfaUnlien MHil fniMätJ tohan ^o*^ 




Um Voki 
jiui dar rvlu*n 
anU in BnlHtf ' 

iiJuLlBaliAii Vri>r 
^AgrameD, da 



Vorlesung 

Moritz Canlor 



r lithogr. Ta 
geb. u, ,A', 9 
•i Verb. Tl. ^ 

5t. a, leoo. ijen. n .« SO,—, in HalWraiiz gpb. n. JC S8.— III. b 
om Jahre 166M bis /.um Jahre 1768. 2. verb. u. verm. Anfl 
14« Figuren im Test, |S n, 923 S.] ^rt- *■ 1901- Ge''- »• ■* "^ 
in Halhfrjinz geb. ii. JC 37 — IV. Band. Vom Jahre 1759 bis , 
Jahre l"',iH Il'Tauai,'t'<robeQ unter Uitv.ii'kiiri;; lier llerri'u V. Botiynln. 
A. V. Braunmlihl, F. Cäjorl, S. Günther, V. Kommereil. G. Lorla, E. Nrtin! 
Q. Vivanti, und C. R. Wallner vod M. Cantor. Mit loo Fi^'nreii im ' 
[VI u, ms S.] l;«it*. Goli. n. ,.« 33. — , in IlalbtVftnK ^-eb. ii, ,« . 

„Fhtvri kir^rvEirnitcoiiili^u l'liitit riDtot tfen DenorcJi VurtirTf^EitUdliunfian Hin 
l^uai'hichic iJpr ,MnihciiLAtü( uintmt Jin «UBi»mmo4fjiSü&ijdä BardfolIiiriK ein, dto um 

MlL ftP(|'J»em ridlU, mit olo (irmUdeuder t^odulil, m\i der au^i'i <1r'>4f<nni>ii 
ilf»ii Simmlnrii, itiT iin^li dr<i- pi'L4^]nlNi,f l^eriage nklU vcnkachlri-mlgt, >iLif Nuririi i 
iir*p Vnti»i»-H.lM Muii'riial noikiEiLiiidin krlE}it<:lL ßaBiL'}ili't, darch ti^Qitn F"i -' 'n^^r. 

mid Indc r In KulLiiUMr Utk ^a p* ribi lieh kvit Ik-J ^iriitlg?ii Frugr^n, dorm ' 

MnM ^'-- -"■ ^ '■■'■ I •"■h dji* ftl>wr.dc]u:iidc'n AnnichlDiL »o Wtm k' ■ 

rU' ruinliplfl iji^pdln d*ir Hololirnn^'. drr Aiir^'^'' 

u\, hi4ihLllalta.li t^rjtffbtiunkt 11*1 hiloa, der *jh 

[All» don Otllttn glichen v*''':'<rlftn Ant^lfi^fi j 



■MniKd UnMnirr uuwu» 




3 binS 011 =14^ 0?1 '^ 

lOH B. G.TEUBNER IN LEIPZIG UND BERLIN. 

Encyklopädie 
der Elementar-Mathematik. 

Ein Handbuch für Lehrer und Studierende von 

Dr. Joseph Wellstein, 



Dr. Heinrich Weber 



und 



ProrMH>nn ui dar UDlvani^Hl Strufibafff I, fi- 

In drei Bänden, gr. 8. In Leinw, Reb. 

I, Üemenlarv Algebra und Analysie- Bearbeitet tou H, Weber. 3. AiU1ugi.v Mit 

ae TostligutBQ [XYlil u 530 3.J 1906. n. .ftl 9.0Ö-" 

II. Elemente der Geomelrie, lieoibeitet von H. Weber, J, Wellstein und W. Jacobi- 
thal. a, Aufliige. Mit aftl Teitfigujen. [XII u, ftD6 S.| IWt. u, .k. l'J. 

NL Angewandte Elementar-Mathematik. Bäarbeitvt von H. Weber, J, Wellateln 

ni»d R, H, Weber 'Rostock), Mit SöSTeitefe-ureu. [XIU u. ü6ll S,] iit<J7, ii.jtJl — 

Daa Wark verfolgt da.s Ziel, den künftigen Le^rci EtuJ' einen \¥jasün' 
echartlidieu Stixmlpunkt zu stellen» von dem Ana er imHtajide bt, dus« wus es 
apäter au lehreu bat, tiel'pr kü erkennen uod :4U erfassen und lUruit 'leo Werl, 
dieser Lehren für die aU'jemeiDe üeifltesbiUung zu erhöiiei». -^ Oas Ziel diei^cr 
Aibeit iflt nicht in der Vi?r^5ßi:ning des UmfRcges derOeiiientiir-Miitljematik 
KU ersehen oder in der Einkleidung hoburer ProblcmS^in ein eloiueutace* 
(ißwand. sondern in einer atrengeo Begründung vind leiclit faßlichen Darlegung 
der Elemeute. Daa Werk ist nicbt eowolil fiir den SchTiler aelbfit aU für den 
Lehret um! Studierenden bestimmt» die neben jenen fundaruentnleu BeJrach' 
tungon tiucli eine für den piaktisclien ijebru.ui:)i nützliche, wob1gi.-ordnete Zu- 
BaxumeuftteJluüg der wichtigsten Algorithmen und Pröbkrae darin finden werden 

^. . . Z«d1 IfanientQ mDiun hfirvargfhnbvEi «^urdtii. dl» ävm Unche du ßiipTA^e Ttdeüian, 
Uab piflE' liogt flarht, daß die ^Tundlflg^nnleij iVi^Bi-^u dtt ÜFumeiric line elDiiehnm]«- Behau>)tiiritf 
fcrfhliran, m rbküin UnjfUDgo, wfe or in jQBaüimeiiraiaeijdin» WarkcM ennrit iiii'lii nfbiutretfan ist. . 
Pftn iw'iii' Momtnc m lu litm Vm^tvtdf: ta ■ rbljckan, daQ djo V^ffaBei^r tu otcht damui ajidfrHlit^i 
h«liei>, uiuc pr&ginaEU4,'l>ij VorfiilirLmi; <U>s aiilio^^Ti ^''oF^HjQ arj |Lf0rjiiji?[j'i?cbupi SJitTurt, KoriatFnLr 
Uonnü uuri Uwli'jJfipun bu »^ebejk, a^mdurii ilikB p4 iUubu tupbr darum m lun war, an nat- 
gfkvUhUfiik MatrrLHl dit wi^if üBatjEkftllrhi^a MeiluidcD ^i.'t OeüiDelTi^ mr tüilEuug kli hrtu^iMi uqd 
UT'rJi^ri ELi<f die« GrDad/rti^«Ti i-lQCDgFjhGü. IbI bo die tlionretlirhe Svili; , itaniL'uClIrti m Duii^UJ 
AliflCliiLEttfln, atnrk tarn AiiBflrEick ypkonirEi<iR, bd iBt ilncli ildcIl anf dli' Tmkti<i^]iou BedfirfnlsBit 
Rit<;hAlu1]L tTfiiKimnieo, dii' rfi>ltii]Ci tMt intt ilftn drUb^n JloJid? lim* e(i<iA:Ult*ge nefrlridlffnoH h"dPB^ 
folleEi, daiih j&E ilafiir an v^rvi-ililed^iiea 3UDen. ao in d«r TnpDiii?iii&m<^ und In dct Anbl/ti 
UeniiioitlD »choii si-TKOftrbeJlBi vrütdcn. . Sc darf der InbaLi da« AY^i^kvir DUhdoe dnt 

cj'klopadki] der PjI« nieuLbr-MikEh^iDrillk" hI« cId Bohr relohholtl^är beaelchnrii wfrdtn, der (th 
GfvJuD» deäBsu, waa jiü dar Schulfi gebotuD werden kikuii, orhutiliDh hlnAasfUhrl. d«r I 
und da> lit uijch withtlgor ujid ofTvitkimdlff drr TlDU|)tiw«ok it&» Wurkn ^ lüits V«ry 
pai^tiietrt&cbän WtiB^uki vuFmhlolt. Jüngrre Lohrei drr M&tiLeinJiÜk werden dk* Ha 
Ultd TTtll NnlK'm 2U Ralff x]fiht>D, usmeDlIlch wenn bIc im UnteFrlrble DU )>rinv|fl 
FngoQ küiDmfiji, um lieJi Dher AIq )4>]tenr]?p GadujkeTi bu orktatteriib.** 

PlhjfiB vtfifiani niTcl) ^ifutriaderB liervorgvhü'bea »u wefrlj^n; dta Leb die ^ 
fnll flaluViinn. Bi^lir lunlruktlv gui«|{iknvii^Q FtKuriML D«r ».^hwlerii-Pri Voratr^llU 
Formell Hj>l|>irl0Cl]i>r Dr«li?[ik'< kommen äif Btur^Dffniphlaahfln Bü^oi dar fi^~ 
und Slud/B4.^hiipL I>ii<tPDku eabr kl' utpitlfln" [Zftlfl(r>lr|f 

„ - - Ii'ii Ulli l[4j<.'1iii'Uii1k<]treT vr>ii itiit BaAeuiimii dun Vurf«aa| 
tooh^iJii-rerWfktLuuDe^'hjuid^^lri mtd riikiet<trF^^1i(jdnr«1i'llt,l4t HahiaW 
S(adl0r0i>dt <iinak1iL4 Wprkni^'etrili«!! aJahL nnrlit rikCl]tnr||nr'liiir,iii>nde| 
vu^adeuiunif uuit pLuLgr^lihu wlohUgaKrH^'b^tnii^ 
IdturMur lit, )p-<ail*i'ii iii>il fiLuiliBrnn" (2^1| 

q , 1I4d Kii^jikl'itiMlu wkLI ^uin &oliuJbuah ini 
mttpt •ui Vii.iHiMU'itf HuF kli"'( trpih.tnrM, mimtnilli^h 
MiiiltiiiiMktlh ilrhPLfp'iiil <iif »iiii]»ri<Moi| , ^'i-tiln^ ^I^" tiDf 
ijiib «l'iir 4|g 



